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Prefácio 


Estou muito satisfeito com a resposta obtida de professores e estudantes às três primeiras edições 
de Álgebra Linear e Suas Aplicações. Esta quarta edição fornece bastante apoio tanto para o ensino 
quanto para a utilização de tecnologia cm álgebra linear. Como anteriormente, o texto oferece uma 
introdução elementar c moderna á álgebra linear e uma ampla seleção de aplicações interessantes. O 
conteúdo deste livro c indicado para estudantes de graduação que tenbam concluído dois semestres 
de matemática, nos quais estejam incluídas disciplinas de cálculo cm geral. 

O objetivo principal do texto é ajudar os estudantes a dominar os conceitos e habilidades básicos 
que serão usados mais tarde profissionalmcnte. Os tópicos escolhidos seguem a recomendação do 
Linear Álgebra Cumeulum Study Group (Grupo de Estudos do Currículo de Álgebra Linear) que, 
por sua vez, baseia-se cm uma pesquisa detalhada sobre as reais necessidades dos estudantes c em 
um consenso entre os profissionais dos muitos campos que usam a álgebra linear. Esperamos que esse 
curso seja uma das disciplinas de matemática mais útil c interessante durante a graduação. 


0 QUE HÁ DE NOVO NESTA EDIÇÃO 

O principal objetivo desta revisão foi atualizar os exercícios e colocar conteúdo adicional, tanto no 

livro quanto online, no site da LTC Editora. 

1. Mais de 25% dos exercícios são novos ou foram atualizados, espccialmcntc os computacionais. 
O conjunto de exercícios permanece como uma das características mais importantes deste livro, 
c os novos seguem o mesmo padrão elevado dos conjuntos de exercícios das edições anteriores. 
Eles foram projetados de modo a se reportar ao conteúdo das seções nas quais estão inseridos, a 
desenvolver a confiança dos estudantes ao mesmo tempo cm que os desafiam a praticar c a gene¬ 
ralizar as ideias novas recém-encontradas. 

2* Vinte e cinco por cento das aberturas dos capítulos são novas. Esses cenários introdutórios for¬ 
necem aplicações da álgebra linear e a motivação para desenvolver a matemática do capítulo. O 
texto volta à aplicação em uma seção mais adiante do mesmo capítulo. 

3. Um capítulo novo: o Capítulo 8, A Geometria dos Espaços Vetoriais, fornece um tópico adicional que 
meus alunos realmcnte gostaram de estudar. As Seções 1, 2 c 3 fornecem as ferramentas geométricas 
básicas. Em seguida, essas ideias são usadas na Seção ó para estudar curvas e superfícies de Bezicr, que 
são utilizadas cm engenharia e em computação gráfica na rede (em Adobe* Illustrator' c Macromedia'"' 
FrccHand y ). Essas quatro seções podem ser cobertas em quatro ou cinco aulas de 50 minutos. 

Um segundo curso de aplicações de álgebra linear começa, em geral, com uma revisão subs¬ 
tancial das ideias mais importantes do primeiro curso. Se for coberta uma parte do Capítulo 8 no 
primeiro curso, o segundo pode começar com uma revisão rápida das Seções de 1 a 3 c adiante 
estudar a geometria nas Seções 4 c 5. Isso levaria naturalmcníe aos Capítulos 9 c 10, que estão 
disponíveis no site da LTC Editora mediante cadastro, que têm sido utilizados junto com o Capí¬ 
tulo 8 cm diversas faculdades nos últimos cinco anos. 

4* Dois capítulos novos estão disponíveis na rede c podem ser usados cm um segundo curso: 

Capítulo 9. Otimização 

Capítulo 10. Cadeias de Markov de Estados Finitos 
Para ter acesso a esses capítulos, veja a seção Material Suplementar após o prefácio. 

5* No site da LTC Editora também estão disponíveis arquivos em PowerPoint para as 25 seções nu¬ 
cleares do livro e para as 75 figuras do livro. Veja a seção Material Suplementar após o prefácio. 


CARACTERÍSTICAS RELEVANTES 


Introdução Precoce de Conceitos-Chave 

Muitas ideias fundamentais de álgebra linear são apresentadas nas sete primeiras aulas, no contexto 
concreto de IR", c examinadas cm seguida, gradualmcnte, de pontos de vista diferentes. Generaliza- 


Baixado por Carlos Eduardo Pedroso Milleto (eduardomilleto478@gmail.com) 







XI lt 


Prefácio 


çõcs desses conceitos mais tarde aparecem como extensões naturais de ideias familiares, vistas por 
meio da intuição geométrica desenvolvida no Capítulo 1. Uma das maiores vantagens deste texto c 
que o nível de dificuldade c razoavelmente constante ao longo do curso. 


Uma Visão Moderna de Multiplicação Matricial 

Uma boa notação é crucial, e o texto reflete a maneira com que cientistas e engenheiros utilizam a 
álgebra linear na prática. Às definições c demonstrações são feitas com as colunas de uma matriz, cm 
vez dos elementos, Um tema central é olhar o produto de uma matriz por um vetor, Ax, como uma 
combinação linear das colunas de A . Essa abordagem moderna simplifica muitos argumentos e une 
as ideias de espaços vetoriais com o estudo de sistemas lineares. 


Transformações Lineares 

Ás transformações lineares formam um “fio” que é tecido à medida que o texto avança. Sua utiliza¬ 
ção aumenta a trama geométrica do texto. No Capítulo í, por exemplo, as transformações lineares 
fornecem uma visão dinâmica c gráfica da multiplicação de matrizes por vetores. 


Autovalores e Sistemas Dinâmicos 

Autovalores aparecem razoavelmente cedo no texto, nos Capítulos 5 c 7. Como esse assunto é tra¬ 
balhado durante diversas semanas, os alunos tém mais tempo do que de hábito para absorver c rever 
esses conceitos fundamentais. A discussão sobre autovalores é motivada por sistemas dinâmicos e 
aplicada a tais sistemas. Os autovalores são discutidos nas Seções 1.10, 4.8, 4.9 e cm cinco seções 
do Capítulo 5. Alguns cursos chegam ao Capítulo 5 cm cerca dc cinco semanas, cobrindo as Seções 
2.8 e 2.9 em vez do Capítulo 4. Essas duas seções opcionais apresentam todos os conceitos dc espaço 
vetorial do Capítulo 4 que são necessários para o Capítulo 5. 


Ortogonalidade e Problemas de Mínimos Quadráticos 

Esses tópicos recebem um tratamento mais completo do que o que c encontrado, cm geral, cm tex¬ 
tos para iniciantes. O Linear Âlgehrã Curriculum Group (Grupo dc Estudo do Currículo de Álgebra 
Linear) enfatizou a necessidade de uma unidade substancial cobrindo ortogonalidade e problemas 
de mínimos quadráticos, porque a ortogonalidade tem um papel fundamental cm cálculos compu¬ 
tacionais e análise linear numérica e, também, porque sistemas lineares incompatíveis aparecem com 
muita frequência na prática cotidiana. 


CARACTERÍSTICAS PEDAGÓGICAS 


Aplicações 

Uma ampla gama dc aplicações ilustra o poder da álgebra linear para explicar princípios fundamentais 
e simplificar os cálculos cm engenharia, ciência da computação, matemática, física, biologia, economia 
e estatística. Algumas aplicações aparecem em seções separadas; outras são tratadas cm exemplos e 
exercícios. Além disso, cada capítulo começa com um exemplo introdutório que prepara o cenário para 
alguma aplicação dc álgebra linear e fornece uma motivação para desenvolver o tópico do capítulo. 
Mais adiante, em uma seção próxima ao final do capítulo, volta-se àquela aplicação. 


Uma Forte Ênfase Geométrica 

É dada uma interpretação geométrica a todos os conceitos mais importantes no curso, pois muitos 
estudantes aprendem melhor quando podem visualizar uma ideia. O livro contem muito mais figuras 
do que é usual e algumas delas são inéditas em um texto de álgebra linear. 


Exemplos 

Os exemplos neste livro formam uma proporção muito maior dc seu material expositivo do que na 
maioria dos textos dc álgebra linear. O livro contém muito mais exemplos do que seria, normalmcnte. 
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coberto cm sala de aula. Mas como os exemplos são escritos cuidadosamente, com muitos detalhes, 
os estudantes podem lê-los por conta própria. 


Teoremas e Demonstrações 

Resultados importantes são enunciados como teoremas, Outros fatos úteis são apresentados cm cai¬ 
xas sombreadas para facilitar. Os teoremas, cm sua maioria, são demonstrados visando inicialmente 
o estudante. Em alguns casos, os cálculos essenciais de uma demonstração são dados cm um exem¬ 
plo escolhido cuidadosamente. Algumas verificações rotineiras são deixadas como exercício, caso 
possam beneficiar os estudantes. 


Problemas Práticos 

Uns poucos Problemas Práticos selecionados cuidadosamente aparecem antes de cada conjunto de 
exercícios. As soluções completas são dadas após esses exercícios. Tais problemas estão relacionados 
a pontos que podem ser problemáticos no conjunto de excreícios ou funcionam eomo “aquecimento” 
para os exercícios que os seguem. Suas soluções contêm, muitas vezes, sugestões importantes para 
os exercícios ou avisos sobre algum ponto sutil 


Exercícios 

A grande quantidade de exercícios varia dc cálculos rotineiros a questões conceituais que necessitam 
dc mais reflexão. Um numero significativo de perguntas inovadoras focaliza dificuldades conceituais 
que encontro cm trabalhos dc estudantes há muitos anos. Cada conjunto dc exercícios c ordenado 
com cuidado, na mesma ordem geral que o texto; conjuntos de problemas para casa ficam facilmente 
disponíveis ao se discutir apenas uma parte da seção. Uma característica notável dos excreícios é sua 
simplicidade numérica. Os problemas podem ser resolvidos rapidamente, sem que o estudante gaste 
muito tempo em cálculos numéricos. Os excreícios procuram aprofundar a compreensão, cm vez de 
cálculos mecânicos. Os exercidos nesta quarta edição mantêm a integridade dos excreícios da terceira 
edição, ao mesmo tempo em que trazem problemas novos para estudantes e professores. 

Os exercícios marcados com o símbolo [M] devem ser trabalhados com a ajuda dc um “progra¬ 
ma Matricial” (um programa dc computador como MATLAB*, Maple™, Mathcmatica\ MathCad* 
ou Derive™, ou uma calculadora programável com capacidades maniciais, eomo as produzidas pela 
Texas Instruments). 


Questões do Tipo Verdadeiro/Falso 

Para encorajar os estudantes a ler o texto inteiro e pensar criticamente, desenvolvi 300 questões do 
tipo verdadeiro/falso que aparecem em 33 seções, logo depois dos problemas computacionais. Elas 
podem ser respondidas dirctamcnte a partir do texto e preparam os estudantes para os problemas con¬ 
ceituais subsequentes. Os estudantes passam a gostar dessas questões após se acostumarem com a 
importância dc ler o texto cuidadosamente. Baseado cm experiências dc sala de aula c cm conversas 
com estudantes, decidi não colocar as respostas no texto. Um teste adicional com 150 questões do tipo 
verdadeiro/ falso (a maioria nos finais dos capítulos) verifica se o conteúdo foi compreendido. O texto 
fornece as respostas, V/F, mas não as justifica (o que, em geral, requer algum raciocínio). 


Exercícios Envolvendo Elaboração de Texto 

A habilidade de escrever afirmações matemáticas coerentes na língua materna é essencial a todos os 
estudantes dc álgebra linear, não apenas àqueles que pretendem fazer uma pós-graduação em mate¬ 
mática. O texto inclui muitos exercícios para cs quais uma justificativa escrita c parte da resposta. 
Exercícios conceituais que necessitam de uma demonstração curta contêm, em geral, sugestões que 
ajudam o estudante a começar. Para todos os excreícios ímpares deste tipo, o livro contém a resposta 
no final ou uma sugestão, pelo menos. 


Tópicos Computacionais 

O texto enfatiza o impacto do computador, tanto no desenvolvimento, quanto na prática da álgebra 
linear cm ciência e engenharia. Comentários Numéricos frequentes chamam a atenção para tópicos 
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computacionais e distinguem entre conceitos teóricos, como a inversão de matrizes, c implementa¬ 
ções computacionais, como fatoração LL\ 


APOIO HA WEB 


O site da LTC Editora contem vários materiais de apoio para este livro, boa parte deles traduzidos. 
Consulte a página de Material Suplementar ao final do prefácio para a listagem completa disponível 
no site mediante cadastro. Entre os materiais nele postados, destacamos: 


Aprendendo a Usar a Tecnologia 

Se seu curso inclui trabalhos com MÀTLAB, Maplc, Mathematiea ou calculadoras TI, vocc pode ler 
um dos projetos disponíveis no site da LTC para uma introdução a cada uma dessas tecnologias. 


Arquivos de Dados 

Centenas de arquivos contém dados de cerca de 900 exercícios numéricos no texto. Estudo de Casos 
e Projetos Aplicados. Os dados estão disponíveis cm diversos formatos - para MÀTLAB, Maple, 
Mathematiea e as calculadoras gráficas TI-S3+/86/89. Permitindo o acesso a matrizes e vetores para 
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Projetos MATLAB 
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projetos exploram aplicações, como interpolação de Lagrange c cadeias de Markov. 
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(acesso livre); 
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com aplicação aos exercícios do livro-texto, em inglês (acesso restrito a docentes); 

■ MATLAB Manual arquivo em formato .pdf contendo manual do programa computacional MATLAB com 
aplicação aos exercícios do livro-texto, em inglês (acesso restrito a docentes); 

m PowerPoint arquivos em formato de apresentações para uso em sala de aula, em inglês (acesso restrito a 
docentes); 

■ Programas MATLAB arquivo em .pdf contendo exercícios para MATLAB por capítulo (acesso livre); 

■ Projetos MATLAB arquivos em formato .pdf disponibilizando projetos em MATLAB por capítulo (acesso 
livre); 

■ TI-83+86-89 Manual arquivo em formato .pdf contendo manual do professor para o utilização das calcu¬ 
ladoras gráficas aplicadas aos exercícios do livro-texto, em inglês (acesso restrito a docentes). 

O acesso ao material suplementar é gratuito, bastando que o leitor se cadastre em: 

http: // gen - i o. gr u pogen. com. br 



GEN-IO (GEN | Informação Online) é o repositório de materiais 
suplementares e de serviços relacionados com livros publicados pelo 
GEN | Grupo Editorial Nacional, maior conglomerado brasileiro de editoras do 
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Nota aos Estudantes 


Este curso é, potcncialmentc, o mais interessante e a disciplina de matemática mais útil que você fará 
durante sua graduação. De fato, alguns estudantes me escreveram ou me disseram, depois de formados, 
que às vezes ainda usam este texto como referencia cm seus empregos em corporações importantes c 
na pós-graduação de engenharia. À seguir, fornecemos alguns conselhos e informações para ajudá-lo 
a dominar o conteúdo c aproveitar o curso. 

Em álgebra linear, os conceitos são tão importantes quanto os cálculos. Os exercícios numéricos 
simples no início de cada conjunto de exercícios estão ali apenas para ajudá-lo a verificar sua com¬ 
preensão dos procedimentos básicos. Mais tarde quando ingressar no mercado profissional, os compu¬ 
tadores farão os cálculos para você, mas você terá de escolher esses cálculos, saber como interpretar 
os resultados c em seguida explicá-los para outras pessoas. Por essa razão, muitos exercícios no texto 
pedem para você explicar ou justificar seus cálculos. Frequentemente, um texto explicativo faz parte 
da resposta, Para os exercícios ímpares, você encontrará a explicação desejada ou, pelo menos, uma 
boa sugestão. Você deve evitar a tentação de olhar as respostas antes de ter tentado redigir a solução 
por conta própria. Caso contrário, c possível que você pense que entendeu o assunto quando, de fato, 
não o fez. 

Para dominar os conceitos de álgebra linear, você vai ter de ler e reler o texto cuidadosamente. 
Termos novos aparecem cm negrito, algumas vezes dentro de um boxe de definição. Um glossário 
está incluído no final do texto. Fatos importantes são enunciados como teoremas ou estão dentro dc 
boxes de fundo sombreado, para facilitar. Gostaria dc encorajá-lo a ler as cinco primeiras páginas do 
Prefácio para saber mais sobre a estrutura deste livro. Isso vai lhe dar uma ideia melhor de como o 
curso pode prosseguir. 

À álgebra linear é, cm um sentido prático, uma linguagem. Você precisa aprender essa linguagem 
da mesma maneira que aprenderia uma língua estrangeira — com trabalho diário. G conteúdo apre¬ 
sentado cm uma seção não pode scr compreendido com facilidade a menos que você tenha estudado 
cuidadosamente e resolvido os exercícios das seções precedentes. Ficando em dia com a matéria vai 
evitar muita perda de tempo c aborrecimentos [ 


Comentários Numéricos 

Espero que você leia os Comentários Numéricos ao longo do livro, mesmo que não esteja usando 
um computador ou uma calculadora gráíica junto com o texto. A maior parte das aplicações de ál¬ 
gebra linear na vida real envolve cálculos sujeitos a erros numéricos, mesmo que estes sejam muito 
pequenos. Os Comentários Numéricos alertam sobre possiveis dificuldades ao usar a álgebra linear 
profissionalmcnte, e se você estudar os comentários agora, as chances dc se lembrar delas mais tarde 
são maiores. 

Sc gostar dos Comentários Numéricos, você pode querer cursar uma disciplina de álgebra linear 
numérica cm outra oportunidade. Devido à grande demanda de aumento dc poder computacional, 
cientistas dc computação c matemáticos trabalham cm álgebra linear numérica para desenvolver al¬ 
goritmos mais rápidos c mais confiáveis para cálculos, da mesma forma que os engenheiros elétricos 
projetam computadores mais rápidos e menores para rodar esses algoritmos. Esse é um campo exci¬ 
tante e seu primeiro curso de álgebra linear vai ajudar a prepará-lo para isso. 
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Equações 
Lineares na 
Álgebra Linear 


EXEMPLO INTRODUTÓRIO 

Modelos Lineares em Economia e 
Engenharia 



Era o final do verão dc 1949. Wassily Leonticf, professor de 
Harvard, estava cmdadosamente inserindo o último cartão 
perfurado no computador Mark II da universidade. Os canões 
continham informações sobre a economia americana c repre¬ 
sentavam um resumo dc mais de 250.000 itens produzidos 
pelo Departamento dc Estatística do Trabalho dos EUA após 
dois anos de trabalho intenso. Leonticf dividiu a economia 
americana em 500 “setores”, como indústria dc carvão, 
indústria automobilística, comunicações c assim por diante. 
Para cada setor, ele escreveu uma equação linear que descre¬ 
via como o setor distribuía sua produção com respeito aos 
outros setores da economia, Uma vez que o Mark II, um dos 
maiores computadores de sua época, não podia lidar com o 
sistema resultante de 500 equações e 500 incógnitas, Leonticf 
precisou resumir o problema em um sistema de 42 equações e 
42 incógnitas. 

A programação do computador Mark II para resolver as 
42 equações de Lcontief levou vários meses de trabalho, e ele 
estava ansioso para ver quanto tempo o computador demoraria 
para resolver o problema. O Mark II roncou e piscou durante 56 
horas até que finalmente produziu uma solução. Vamos discutir 
a natureza dessa solução nas Seções 1.6 c 2.6. 

Leonticf, que ganhou o Prêmio Nobel dc Economia dc 1973, 
abriu a porta para uma nova era da modelagem matemática na 
economia. Seus esforços de 1949 cm Harvard marcaram uma 
das primeiras aplicações significativas do computador na aná¬ 
lise do que era então um modelo matemático de grande escala. 
Desde aquela época, pesquisadores de muitas outras áreas têm 
usado computadores para analisar modelos matemáticos. Por 
causa da enorme quantidade de dados envolvidos, os modelos 
são gcralmentc lineares; ou seja, são descritos por sistemas de 
equações lineares. 

A importância da álgebra linear nas aplicações tem crescido 
de modo dirctamentc proporcional ao aumento do poder com¬ 


putacional, cm que cada nova geração de hardware e software 
detona uma demanda para capacidades ainda maiores. Assim, 
a ciência da computação está muito ligada à álgebra linear 
através do crescimento explosivo dc processamento paralelo e 
dc computação cm grande escala. 

Na atualidade, cientistas e engenheiros trabalham em 
problemas muito mais complexos que se sonhava possíveis 
há algumas décadas. Hoje, a álgebra linear tem mais valor cm 
potencial para os alunos, cm muitas áreas científicas e dc negó¬ 
cios, que qualquer outro assunto em matemática no âmbito gra¬ 
duação! O material deste texto fornece a base para o trabalho 
subsequente em muitas áreas interessantes. Aqui estão algumas 
possibilidades; outras serão descritas mais adiante. 

- Exploração de petróleo . Quando um navio sai em busca 
dc depósitos dc petróleo submarinos, seus computadores 
resolvem milhares de sistemas de equações diferenciais 
todos os dias. Os dados sísmicos para as equações 
são obtidos a partir de ondas dc choques submarinas 
geradas por explosões, As ondas são refletidas por rochas 
submarinas e medidas por geofones presos cm longos 
cabos arrastados pelo navio. 

* Programação linear . Hoje, muitas decisões gerenciais 
importantes são tomadas com base cm modelos dc 
programação linear que utilizam centenas dc variáveis. 

As companhias aéreas, por exemplo, usam programas 
lineares para escalar o pessoal de bordo, monitorar as 
localizações das aeronaves ou planejar as diversas escalas 
dos serviços dc apoio, como as operações dc manutenção 
e de terminal. 

* Circuitos elétricos. Os engenheiros usam programas dc 
simulação para projetar circuitos elétricos c circuitos 
integrados envolvendo milhões dc transistores. Os 
programas dependem de técnicas dc álgebra linear c dc 
sistemas de equações lineares. 
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2 CAPITULO 1 


Os sistemas de equações lineares estão no âmago da álgebra linear e são usados, neste capítulo, para 
introduzir alguns dos conceitos centrais da álgebra linear cm um contexto simples c concreto. As Se¬ 
ções 1.1 e 1.2 apresentam um método sistemático para resolver sistemas de equações lineares. Esse 
algoritmo será usado para cálculos ao longo de todo o texto. As Seções 1.3 e 1.4 mostram como um 
sistema linear c equivalente a uma equação vetorial e a uma equação matricial. Essa equivalência re¬ 
duzirá problemas envolvendo combinações lineares de vetores a questões sobre sistemas de equações 
lineares, Os conceitos fundamentais de subespaços gerados, independência linear e transformações li¬ 
neares, estudados na segunda metade do capítulo, vão desempenhar papel essencial ao longo do texto, 
à medida que explorarmos a beleza e a força da álgebra linear. 



SISTEMAS DE EQUAÇÕES LINEARES 


Uma equação linear nas variáveis x íy ê uma equação que pode ser escrita na forma 

a\x i -r a 2 X 2 + ' ■ * * + a fí x fí = b 


(1) 


em que b c os coeficientes a ]5 a n são números reais ou complexos, cm geral já conhecidos. O ín¬ 
dice n pode ser qualquer inteiro positivo. Nos exemplos e exercícios de livros, n está normalmente 
entre 2 c 5. Em problemas reais, n pode ser 50 ou 5.000, ou até mesmo maior. 

As equações 

4a i * 5a 2 4- 2 — X) c X2 — 2(Vò xi ) + ** 


são ambas lineares porque podem ser reescritas na forma da equação (1): 

3*i - Sx 2 — -2 e 2X| + aj - *3 = 2\/fi 


As equações 

4*l — 5*2 — *1*2 c *2 — 2 V /Ã7 — 6 

não são lineares por causa da presença de x } x 2 na primeira equação c na segunda. 

Um sistema de equações lineares (ou um sistema linear) é uma coleção de uma ou mais equa¬ 
ções lineares envolvendo as mesmas variáveis, digamos ..., x a * Um exemplo è 

2*|-*2 + 1 , 5 * 3 = 8 

*i - 4*3 = -7 


Uma solução do sistema ê uma lista $ n ) de números que toma cada equação uma afirmação 

verdadeira quando os valores *, .... s são substituídos por * ,... ? x^ rcspcctivamentc. Por exemplo, 
(5; 6,5; 3) é uma solução para o sistema (2) porque, quando esses valores são substituídos em (2), no 
lugar de * 1 , x %f respectivamente, as equações são simplificadas para 8 = 8 c -7 : —7. 

O conjunto de todas as soluções possíveis é conhecido como conjunto solução do sistema linear. 
Dois sistemas lineares são chamados equivalentes se eles tiveram o mesmo conjunto solução, ou 
seja, cada solução do primeiro sistema é uma solução do segundo sistema, c cada solução do segundo 
sistema è uma solução do primeiro. 

É fácil determinar o conjunto solução de um sistema linear de duas equações, porque isso é equi¬ 
valente a determinar a interseção de duas retas. Um problema típico é 

*1 - 2x 2 = -1 
“Al + 3*2 = 3 

Os gráficos dessas equações são retas, que denotamos por e-P r Um par de números (*,,*,) satisfaz am¬ 
bas as equações do sistema se e somente se o ponto (x v x 2 pertencer a ambas as retas e Í T No sistema 
já mencionado, a solução c o único ponto (3,2), como se pode de forma fácil verificar. Veja a Figura 1. 



FIGURA 1 Exaiamcntic uma solução. 
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Equações Lineares na Álgebra Linear 3 


É claro que duas retas não precisam se intcrsectar em um único ponto — elas podem ser paralelas, 
ou podetn coincidir c, portanto, se “intcrsectar” em todos os pontos. A Figura 2 mostra os gráficos 
que correspondem aos seguintes sistemas: 


(a) - 2xj - -1 

— X\ + 2x2 = 3 


(b) x } -2x 2 = -1 

— X{ -F 2x 2 = 1 



H 1-1—^ 


H- \ -h 


(b) 


FIGURA 2 (a) Sem sulu^iu, (b) Uma infinidade de soluções. 


As Figuras 1 e 2 ilustram o seguinte fato geral sobre sistemas lineares, que será verificado na Sc- 
ção 1.2. 


Um sistema de equações lineares tem: 

L nenhuma solução, ou 

2. exatamente uma solução, ou 

3. infinitas soluções. 


Dizemos que um sistema linear é consistente se tiver uma solução ou infinitas soluções; um sis¬ 
tema c inconsistente ou impossível se não tiver nenhuma solução. 


Notação Matricial 

A informação essencial de um sistema linear pode ser representada de forma compacta por meio de 
um arranjo retangular chamado matriz. Dado o sistema 

X | — 2-t'2 -h — 0 

2xi - Sx ? = 8 (3} 

—4x\ + 5x2 + 9x3 = —9 

podemos formar uma matriz com os coeficientes de cada variável alinhados em colunas 

i -i r 

ü 2 —8 

—4 5 9 


Essa matriz c chamada matriz dos coeficientes (ou matriz associada) do sistema (3) e a matriz 


I 

0 

-4 


-2 

2 

5 



(4) 


é conhecida como matriz aumentada do sistema. (A segunda linha contém um zero porque a segunda 
equação poderia ter sido escrita como 0 - x l + 2x 1 - Sx, = 8.) Uma matriz aumentada de um sistema 
consiste na matriz dos coeficientes, com uma coluna adicional que contém as constantes à direita do 
sinal de igualdade nas equações. 

O tamanho de uma matriz informa quantas linhas c colunas ela tem. A matriz aumentada (4) anterior 
tem 3 linhas c 4 colunas c é chamada uma matriz. 3x4 (leia ‘"tres por quatro’ 1 ). Se m c n forem inteiros po¬ 
sitivos, uma matriz mxn será um arranjo retangular de números com m linhas c n colunas. (O número de 
linhas sempre vem primeiro.) A notação matricial irá simplificar os cálculos nos exemplos que se seguem. 
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4 CAPÍTULO 1 


Resolvendo um Sistema Linear 

Esta seção e aproxima descrevem um algoritmo, ou seja, um procedimento sistemático, para resolver 
sistemas lineares. A estratégia básica é substituir um sistema por um sistema equivalente (isto é f um 
com o mesmo conjunto solução) que seja mais fácil de resolver. 

Basicamente, usamos o termo cm jt | da primeira equação do sistema para eliminar os termos em 
jt, das outras equações. Depois, usamos o termo cm x. da segunda equação para eliminar os termos 
em x das outras equações, e assim por diante, até por final obtermos um sistema equivalente bem 
simples. 

Três operações básicas são usadas para simplificar um sistema linear: substituir uma equação pela 
soma dela mesma com um múltiplo de outra equação, trocar entre si duas equações c multiplicar to¬ 
dos os termos de uma equação por uma constante não nula. Após o primeiro exemplo, veremos por 
que essas três operações não alteram o conjunto solução do sistema. 


EXEMPLO 1 Resolva o sistema (3). 

SOLUÇÃO Vamos realizar o procedimento de eliminação com e sem a notação matricial e colocar 
os resultados lado a lado para compararmos: 


X] — 2X2 + — 0 

2X2 - 8*3 = 8 

-4x] + 5 x 2 + 9xj = -9 


r i —2 i o 
0 2-88 
—4 5 9 “9 


Queremos manter x 3 na primeira equação e eliminá-lo das outras. Para isso, somamos 4 vezes a primei¬ 
ra equação à terceira. Depois de alguma prática, o cálculo seguinte costuma ser feito mcntalmcntc: 

4 * [equação I]: 4xi — 8 x 2 + = 0 

+ [equação 3]: —4xi + 5+ 9x* — —9 

[nova cquaçSto 3j; — 3x* + 13x* — —9 

O resultado desse cálculo c colocado no lugar da terceira equação original: 


X J — 2xj + *3 = 0 

2 xi — 8 x 3 — 8 

- 3x2 + 13*3 = —9 


1 -2 1 0 
0 2-88 
0 -3 13 -9 


À seguir, multiplicamos a segunda equação por 1/2 para obter 0 coeficiente dcx 2 igual a 1. (Esse cál¬ 
culo irá simplificar a aritmética do próximo passo.) 


Xi — 2x7 + X 3 = 0 

xj — 4 x 3 = 4 

- 3x 2 -+- 13 x 3 = -9 


I -2 I 0 
0 1-44 

0 —3 L3 —9 


Usamos 0 x na segunda equação para eliminar o -3x, na terceira equação. O cálculo “mental” é 

3- [equação 2}: 3x2 — 12x3 = 12 

4- [equação 3]: —3x2 4- 13x3 — —9 


[nova equação 3]: 


X 3 = 3 


O novo sistema tem uma forma triangular) 

xj — 2x7 4 - X 3 = 0 

X 2 — 4x^ = 4 
X 3 = 3 


j[ 1 -2 1 0 

0 1-44 

0 0 13 


Em algum momento, vamos querer eliminar 0 termo -2x 2 da primeira equação, mas é mais eficiente 
usar, primeiro, 0 x„ na terceira equação para eliminar os termos -4x. â c +x. H nas segunda c primeira 
equações. Os dois cálculos “mentais” são 


4 ■ [eq, 3] 
+ H 2] 


[nova eq. 2] 


4xj — 12 
X2 - 4x 3 = 4 


-l - [eq. 3]: 

+ [eq. I]: *] 


- Xy — -3 
2 x 2 + X 3 — 0 


*2 


= 16 


[nova eq. ]]: x 3 - 2 x 2 


= —3 


'Ü termu inluilivü triangular será substituído por um icrmú preeiào nu próxima seçSn. 
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Combinando os resultados dessas duas operações, obtemos: 


xi - 2x2 — —3 

X2 =16 

x? = 3 


"l -2 0 —3* 

0 1 O 16 

0 0 1 3 


Ássim, tendo eliminado a coluna acima do x 3 na terceira equação, retomamos aox na segunda equa¬ 
ção para eliminar o -2x t acima dele. Por causa do trabalho anterior com o x_, agora não temos ne¬ 
nhuma conta envolvendo os termos em x . Somando 2 vezes a segunda equação á primeira, obtemos 
o sistema: 


*1 = 29 

" | 

0 

0 

29“ 

£ 

(1 

E* 

0 

1 

0 

16 

t xy = 3 

0 

0 

1 

3 



Cada uma das equações 
originais determina 
um plano no espaço 
tridimensional. O ponto 
(29, 16, 3) pertence aos três 
planos. 


O trabalho está praticamente terminado. Ele indica que a única solução do sistema original é (29, 16, 
3). No entanto, já que íizemos tantos cálculos, seria uma boa ideia verificar nosso resultado. Para ve¬ 
rificar que (29, 16, 3) é, de fato, uma solução, substituímos esses valores nas expressões à esquerda 
dos sinais de igualdade no sistema original e calculamos: 

(29) — 2(16) + (3) = 29-32 + 3 = 0 
2(16) - 8(3) = 32-24 = 8 
-4(29) + 5(16) + 9(3) = -116 + 80 + 27 = -9 

Os resultados conferem com os números à direita dos sinais de igualdade no sistema original, de modo 
que (29, 16, 3} é uma solução do sistema. ■ 

O Exemplo 1 ilustra como as operações nas equações de um sistema linear correspondem a ope¬ 
rações nas linhas apropriadas da matriz aumentada. Às tres operações básicas descritas anteriormente 
correspondem às seguintes operações na matriz aumentada. 


OPERAÇÕES ELEMENTARES NAS LINHAS 

1. (Substituição) Substituir uma linha pela soma dela mesma com um múltiplo dc outra? 

2. (Troca) Trocar duas linhas entre si. 

3. (Mudança dc escala) Multiplicar todos os elementos dc uma linha por uma constante não 
nula. 


As operações elementares podem ser aplicadas a qualquer matriz, não só àquelas que surgem como 
matriz aumentada de um sistema linear. Dizemos que duas matrizes são equivalentes por linhas se 
existir uma sequência dc operações elementares dc linhas que transforme uma matriz na outra. 

É importante observar que as operações elementares são reversíveis. Sc duas linhas forem trocadas, 
elas poderão retomar às suas posições originais por meio dc outra troca. Sc uma linha for escalonada 
por uma constante não nula c, então multiplicando a nova linha por l/c obteremos a linha original. 
Finalmcnte, considere uma operação de substituição envolvendo duas linhas, digamos, a primeira e 
a segunda, e suponha que c vezes a primeira linha é somada à segunda dc modo a obter uma nova 
segunda linha. Para “reverter” essa operação, some -c vezes a primeira linha à (nova) segunda linha 
para obter a segunda linha original. Veja os Exercícios de 29 a 32 no final desta seção. 

No momento, estamos interessados em operações elementares na matriz aumentada associada a 
um sistema linear dc equações. Suponha que um sistema seja transformado em um novo por opera¬ 
ções elementares. Considerando cada tipo dc operação elementar, é fácil ver que qualquer solução do 
sistema original continua sendo uma solução do novo sistema. Rcciprocamcnte, como o sistema origi¬ 
nal pode ser obtido do novo sistema através de operações elementares, cada solução do novo sistema 
também c uma solução do sistema original. Essa discussão justifica a afirmação a seguir. 


Se as matrizes aumentadas de dois sistemas lineares forem equivalentes por linha, então os dois 
sistemas terão o mesmo conjunto solução. 


J Um modo frequente de parafrasear a substituição de linhas à: “Somará uma linha um múltiplo de outra linha . 11 
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G CAPITULO 1 


Apesar de o Exemplo 1 ser longo, você descobrirá, depois de um pouco de prática, que os cálculos 
são feitos com rapidez. Em geral, as operações elementares dos exercícios do texto serão muito mais 
fáceis de realizar, permitindo que você se mantenha focalizado nos conceitos subjacentes. Mesmo 
assim, ó preciso aprender a realizar operações elementares corretamente, porque elas serão utilizadas 
ao longo de todo o texto. 

O restante desta seção mostra como usar operações elementares para determinar o tamanho de um 
conjunto solução, sem resolver o sistema linear completamentc. 


O Problema de Existência e Unicidade 

Na Seção 1.2, veremos por que um conjunto solução de um sistema linear pode não conter solução, 
conter uma solução ou uma infinidade de soluções, 

Para determinar a natureza do conjunto solução de um sistema cm particular, fazemos duas perguntas. 


DUAS PERGUNTAS FUNDAMENTAIS SOBRE UM SISTEMA LINEAR 

L O sistema c consistente, ou seja, existe pelo menos uma solução? 

2* Se existe solução, só existe ela, ou seja, a solução c única! 


Essas duas perguntas aparecem ao longo de todo o texto de muitas formas diferentes. Nesta c na pró¬ 
xima seção, mostraremos como responder a essas perguntas usando operações elementares na matriz 
aumentada. 


EXEMPLO 2 Determine se o sistema a seguir c consistente. 

X\ — 2X2 Xi — 0 

2*2 — 8x4 — 8 

— 4 *| + 5*2 + 9*4 = -9 


SOLUÇÃO Esse é o sistema do Exemplo 1. Suponha que tenhamos realizado as operaçoes elemen¬ 
tares necessárias para obter a forma triangular 


*| — 2*2 + *4=0 
*2 — 4*4 — 4 
*4 = 3 


1-210 
0 J -4 4 
0 0 13 


Aqui já conhecemos *.. Se substituíssemos o valor de * a na segunda equação, determinaríamos x e, 
depois, poderíamos determinar*, usando a primeira equação. Portanto, existe solução; o sistema c 
consistente. (De fato, * c determinado unicamente pela segunda equação, já que * 3 só tem um valor 
possível, e * : , logo, Jhca determinado apenas pela primeira equação. Então a solução é única.) ■ 


EXEMPLOS Determine se o sistema a seguir é consistente: 

*2 - 4*3 = 8 

2*| - 3*2 + 2*3 = 1 (5) 

5* i — 8*2 4- 7*3 — 1 

SOLUÇÃO A matriz aumentada é 

"0 1-4 8’ 

2 —3 2 1 

_5 “8 7 1_ 

Para obter um* 3 na primeira equação, trocamos a primeira linha com a segunda: 

2 “3 2 1 “ 

0 i -4 8 

5-871 


Para eliminar o termo 5*, na terceira equação, somamos -5/2 vezes a primeira linha à terceira: 


2—3 2 I 

0(48 
0-1/2 2 —3/2 


(6) 
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Este sistema é inconsistente 
porque não existe ponto 
pertencente aos três planos. 


Em seguida, usamos o termo x ? na segunda equação para eliminar o termo - 
çào. Some à terceira linha a segunda linha multiplicada por 1/2: 

2-3 2 i 


1 -4 
0 0 


8 

5/2 


(1/2) x 2 da terceira cqua- 


(7) 


Agora, a matriz aumentada está na forma triangular. Para interpretá-la de maneira correta, vamos 
voltar para a notação de equações: 

2xí - 3*2 4 - 2x3 = 1 

X2 — 4x$ — R (8) 

0 = 5/2 

A equação 0 = 5/2 é uma forma resumida de Ox . - Qx + Qx. = 5/2. Esse sistema cm forma triangular 
obviamente tem uma contradição. Não existem valores de x t , x 2 , x 3 que satisfaçam (8), já que a equa¬ 
ção 0 = 5/2 nunca c verdadeira. Como (8) e (5) tem o mesmo conjunto solução, o sistema original c 
inconsistente (ou seja, não tem solução). ■ 


Preste atenção na matriz aumentada em (7). Sua última linha c típica de um sistema inconsistente 
em forma triangular. 


- COMENTÁRIOS NUMÉRICOS - 

Em problemas reais, os sistemas de equações lineares são resolvidos por um computador Para 
uma matriz de coeficientes quadrada, os programas de computador quase sempre usam o al¬ 
goritmo de eliminação, dado aqui na Seção 1.2, com uma ligeira modificação a fim de melho¬ 
rar a precisão. 

A imensa maioria dos problemas de álgebra linear no mundo dos negócios c na indústria é resol¬ 
vida com programas que usam aritmética de ponto flutuante. Os números são representados como 
decimais da forma ± 0 4 y „d x 10\ em que r é um inteiro c o número p de algarismos á direita 
da vírgula decimal fica em geral entre 8 e 16. A aritmética desses números é tipicamente inexata, 
porque o resultado precisa ser arredondado (ou truncado) de acordo com o número de algarismos 
armazenados. “Erros de arredondamento” também são introduzidos quando um número como 
1/3 é colocado no computador, já que sua representação decimal precisa ser aproximada por um 
número finito de algarismos. Por sorte, as imprecisões da aritmética de ponto flutuante raramente 
causam algum problema. Os comentários numéricos neste livro irão, às vezes, advertir a respeito 
de questões que você talvez precise considerar mais tarde em sua carreira. 


PROBLEMAS PRÁTICOS 


Ao longo de todo o livro, os problemas práticos devem ser trabalhados antes dos exercícios. Suas 
soluções são dadas ao final de cada conjunto de exercícios. 

1* Enuncie, em palavras, a próxima operação elementar que deve ser realizada no sistema de modo 
a resolvédo. [É possível mais de uma resposta em (a).] 


x | -\- 4*2 — 2 r tj 8*4 — 12 

h . X ) — 3 .vj + — 2*4 — 

x 2 - 7* 3 + 2*4 = -4 

Xj + 8*3 — 

5*3 — *4 — 7 

2*3 — 

*3 + 3*4 — —5 



2* A matriz aumentada associada a um sistema linear foi transformada por operações elementares 
para a forma a seguir. Determine se o sistema é consistente. 

~1 5 2 -6^ 

0 4-72 

_0 0 5 0 _ 

3* Será que (3, 4, -2) é uma solução do sistema a seguir? 

5 x ] — Xj + 2*3 = 7 

—2*i + 6x2 + 9x? = 0 

4 - 5*2 — 3x3 = -7 
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4. Para que valores de h e h o sistema a seguir é consistente? 

2jEi — x 2 — h 
-6x } + 3x2 — k 


1.1 EXERCÍCIOS 


Resolva cada sistema, nos Exercícios 1 a 4, usando operações elementares 
nas equações ou na matriz aumentada. 

1. x 4 5*3 = 7 2. 3_t*i 4 Á.t 2 = —3 

—2.V: - 7*j = -5 5.t| + *= 10 

3. Encontre o ponto (x ,, r 3 ) que pertence às retas x, + 2x 2 = 4 e *, - x 2 = 1. 
Veja a figura. 



Resolva os sistemas nos Exercícios 11 a 14, 

11. jj 4- 5jr$ = —4 
*1 4 - 4*2 -r 3*3 = —2 

2*i 4 7*2 4 X} = — 2 

12, a:, — 5*2 4 = “3 

2 *i — 7*i 4 3*j — —2 

“2*i 4 *i 4 7*i = — 1 

13, *i -3*i = 8 

2*| 4 lr 2 + 9* 3 — ? 

*2 4 5*3 » -2 

14. 2*, - 6 *i = -8 

xi 4 2*i = 3 

3*i 4 6*2 2*i = -4 


4. Determine o ponto de interseção das retas*, i lx 2 - -13 e 3*, - 2r, - 1 . 


Considere cada matriz nos Exercícios 5 e 6 como sendo a matriz aumen¬ 
tada de um sistema linear. Enuncie, em palavras, as duas próximas ope¬ 
rações elementares que devem ser efetuadas nas linhas das matrizes, no 
processo de resolução dos sistemas. 

‘1 “4 -3 0 7" 

0 14 0 6 

5 * 0 0 I 0 2 

0 0 01 -5 


1-6 4 0 

0 2 -7 0 4 

0 0 12 -3 

0 0 4 12 


Nos Exercícios 7 a 10, a matriz aumentada de um sistema linear foi re¬ 
duzida por operações elementares à forma dada. Em cada caso, prossiga 
comas operações elementares apropriadas e descreva o conjunto solução 
do sistema original 


Determine se os sistemas nos Exercícios 15 e 16 são consistentes. Nâo 
resolva os sistemas completamente. 

J5, * E — 6*2 = S 

*2 — 4*i 4 *4 = 0 
4 6*a 4 *3 4 5*4 = 3 
—*2 4 5*3 4 4*4 = 0 

1*. 2*, - 4*4 = “10 

3*2 4 3*3 “ 0 

Xi 4 4*4 m -1 

—3*i + 2*i 4 4 *4 — 5 

17. As três retas 2* 1 +- 3x ? - “1, 6*. + 5x„ - 0 e 2*, - 5* ? - 7 têm algum 
ponto em comum? Explique. 

18. Os três planos 2Xj + 4x 2 4- 4*. - 4, x 2 - 2*j = -2 e 2* 1 + 3* 2 - 0 têm 
pelo menos um ponto em comum? Explique. 

Nos Exercícios 19 a 22, determine o(s) valor(es) de h tais que a matriz 
seja a matriz aumentada associada a um sistema linear consistente. 



' I -5 4 0 01 

0 10 10 
0 0 3 0 0 

0 0 0 2 0 


‘l -1 0 0 —5 1 

0 1-2 0-7 

0 0 1-3 2 

0 0 0 14 


T 1 3 

0 l 
0 Ü 
0 0 


0 -2 “7" 
0 3 6 

1 0 2 
0 1 -2 


Nos Exercícios 23 e 24, afirmações importantes feitas nesta seçao são 
citadas diretamente, um pouco alteradas (mas ainda verdadeiras) ou al¬ 
teradas de forma a torná-las falsas. Marque cada afirmação como sendo 
Verdadeira ou Falsa e justifique sua resposta. (Se verdadeira, indique o 
local aproximado em que uma afirmação semelhante foi feita, ou dê uma 
referência de uma definição ou teorema, Se falsa, indique onde pode ser 
encontrada uma afirmação que foi citada ou usada incorretamente, ou dê 
um exemplo que mostre que a afirmação não pode ser verdadeira em todos 
os casos.) Questões semelhantes, do tipo Verdadeiro/Falso, aparecerão 
em muitas seções neste texto. 

23. a. Toda operação elementar é reversível. 

b. Uma matriz 5x6 tem seis linhas. 

c, O conjunto solução de um sistema linear envolvendo as variáveis 
*j,.. .,x n é uma lista de números (j ,..jJ que torna cada equa- 
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ção do sistema verdadeira quando as variáveis x ]9 ...,x n assumem 
os valores s lf ..., s n , respectivamente, 
d. Duas perguntas fundamentais sobre um sistema linear envolvem 
existência e unicidade. 

24. a. Duas matrizes são equivalentes por linhas se elas tiverem o mes¬ 

mo número de linhas. 

b. Operações elementares efetuadas nas linhas da matriz aumentada 
de um sistema linear nunca mudam o conjunto solução. 

c. Dois sistemas lineares equivalentes podem ter conjuntos solução 
diferentes. 

d. Um sistema consistente de equações lineares tem uma ou mais 
soluções. 

25. Encontre uma equação envolvendo g,hek que faça com que a ma¬ 
triz aumentada a seguir corresponda a um sistema consistente: 

"1-4 7 g~ 

0 3-5 h 

_-2 5-9 k_ 

26. Suponha que o sistema a seguir seja consistente para todos os va¬ 
lores de/e g. O que você pode dizer sobre os coeficientes c e <P. 
Justifique sua resposta. 

2.v, + 4 jc 2 = / 

cx x + dx 2 = g 

27. Suponha que a,b,cQ d sejam constantes, a seja diferente de zero e 
o sistema a seguir seja consistente para todos os valores possíveis 
de/e de g. O que você pode dizer sobre os números a, b, c e <P. 
Justifique sua resposta. 

ax i H- bx 2 = / 
cx\ -\-dx 2 = g 

28. Construa três matrizes aumentadas diferentes associadas a sistemas 
lineares cujo conjunto solução consiste em x x = 3, x 2 = -2, * 3 = -1. 

Nos Exercícios 29 a 32, determine a operação elementar que transforma 

a primeira matriz na segunda e, depois, determine a operação elementar 

inversa que transforma a segunda matriz na primeira. 



<N 

1 

O 


"3 -1 6“ 

29. 

1 3 -5 

. 

1 3 -5 


_ 3 -1 6 _ 


0-2 5 



r i 

3 

- 4 " 


"1 


3 

- 4 “ 



30. 

0 

-2 

6 


0 

2 

6 




_o 

-5 

10 _ 


_0 

1 

—2 _ 




" i 

-2 

1 

0 “ 


' 1 

-2 

1 

0 " 

31. 

0 

5 

-2 


8 

, 

0 

5 

—2 

8 


4 

-1 

3 


6 


0 

7 

-1 

-6 



'1 2-50" 


"1 2-5 0' 

32. 

0 1-3-2 

, 

0 1-3-2 


0 4 -12 7 


o 

o 

o 


Uma consideração importante no estudo da transferência de calor é deter¬ 
minar a distribuição de temperatura do estado estacionário de uma placa 
fina quando a temperatura em seu bordo é conhecida. Suponha que a placa, 
na figura a seguir, represente uma seção transversal de uma barra de metal, 
com fluxo de calor desprezível na direção perpendicular à placa. Sejam 7,, 
..., Z as temperaturas nos quatro nós interiores do reticulado na figura. A 
temperatura em um nó é igual, aproximadamente, à média dos quatro nós 
vizinhos— à esquerda, acima, à direita e abaixo. 3 Por exemplo, 

Z = (10 + 20 + T 2 + T a )/ 4 ou 47, - T 2 - T 4 = 30 


20 ° 20 ° 



1 

2 


4 

3 





40° 

40° 


30° 30° 


33. Escreva um sistema com quatro equações cuja solução fornece es¬ 
timativas para as temperaturas /,..., T A . 

34. Resolva o sistema de equações do Exercício 33. [Sugestão: Para 
acelerar os cálculos, troque a primeira com a quarta linha antes de 
começar as operações de “substituição”.] 


3 Veja Frank M. White, Heat and Mass Transfer (Reading, MA: Addison- 
Wesley Publishing, 1991), pp. 145-149. 



Como o ponto (3, 4, -2) satis¬ 
faz as duas primeiras equações, 
ele pertence à reta de interseção 
dos dois primeiros planos. Como 
(3, 4, -2) não satisfaz todas as 
três equações, ele não pertence 
a todos os três planos. 


SOLUÇÕES DOS PROBLEMAS PRÁTICOS 

1. a. Para o “cálculo braçal”, a melhor escolha é trocar a terceira com a quarta equação. Outra 

possibilidade é multiplicar a terceira equação por 1/5. Ou substituir a quarta equação pela 
soma dela com a terceira multiplicada por -1/5. (Em qualquer caso, não use o x 2 na segunda 
equação para eliminar o 4x 2 na primeira. Espere até obter uma forma triangular e eliminar os 
termos em x 3 e * 4 nas duas primeiras equações.) 

b. O sistema está em forma triangular. Uma simplificação adicional começa com o termo x 4 na 
quarta equação. Use esse x 4 para eliminar todos os x 4 acima. O passo apropriado, agora, é 
somar 2 vezes a quarta equação à primeira. (Depois, multiplique a terceira equação por 1/2 e 
use-a para eliminar os termos em * 3 acima.) 

2. O sistema associado à matriz aumentada é 

x\ + 5a* 2 -I- 2*3 = -6 
4*2 — 7*3 = 2 

5*3 = 0 

A terceira equação toma * 3 = 0, o que certamente é um valor permitido para * 3 . Após a elimina¬ 
ção dos termos em * 3 nas duas primeiras equações, poderíamos prosseguir com a resolução para 
determinar valores únicos de * 2 e x v Portanto, a solução existe e é única. Observe a diferença 
entre esta situação e a do Exemplo 3. 

3 . É fácil verificar se uma lista específica de números é uma solução ou não. Substituindo * = 3, 
* 2 = 4 e * 3 = -2, obtemos 

5(3) - (4) + 2(—2) = 15-4-4 = 7 

-2(3) + 6(4) + 9(—2) = -6 + 24 - 18 = 0 
-7(3) + 5(4) - 3(—2) = -21 +20+ 6 = 5 
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10 CAPÍTULO 1 


Apesar de as duas primeiras equações serem satisfeitas, a terceira não é, de modo que (3,4, -2) 
não é uma solução do sistema. Observe o uso dos parênteses quando fazemos as substituições. 
Eles são fortemente recomendados como precaução contra erros de aritmética. 

4. Quando somamos à segunda equação 3 vezes a primeira, o sistema obtido é 

2 x\ — X2 = h 

0 = k + 3 h 

Se k + 3h não for zero, o sistema não terá solução. O sistema é consistente para quaisquer valores 
dehek que tomem k + 3h = 0. 



REDUÇÃO POR UNHAS E FORMAS ESCALONADAS 


Nesta seção, vamos refinar o método da Seção 1.1 transformando-o em um algoritmo de redução por 
linhas, que nos possibilitará analisar qualquer sistema linear de equações. 4 Usando apenas a primeira 
parte do algoritmo, seremos capazes de responder às perguntas fundamentais sobre existência e uni¬ 
cidade feitas na Seção 1.1. 

O algoritmo se aplica a qualquer matriz, seja ela considerada uma matriz aumentada de um siste¬ 
ma linear ou não. Assim, a primeira parte desta seção se aplica a qualquer matriz retangular e começa 
introduzindo duas classes importantes de matrizes que incluem as matrizes “triangulares” da Seção 
1.1. Nas definições que se seguem, uma linha ou uma coluna não nula em uma matriz significa uma 
linha ou coluna que contém pelo menos um elemento não nulo; algumas vezes, nos referiremos ao 
primeiro elemento não nulo de uma linha, considerado da esquerda para a direita (em uma linha não 
nula), como um elemento líder. 


DEFINIÇÃO 


Uma matriz retangular está em forma escalonada (ou em forma escalonada por linhas) se ela 
satisfizer as três seguintes propriedades: 

1. Todas as linhas não nulas estão acima de qualquer linha que só contenha zeros. 

2. O elemento líder de cada linha não nula está em uma coluna à direita do elemento líder da linha 
acima. 

3. Todos os elementos na coluna de um elemento líder que estão abaixo dele são iguais a zero. 

Se uma matriz em forma escalonada satisfizer as condições adicionais a seguir, então ela estará na 

forma escalonada reduzida (ou em forma escalonada reduzida por linhas): 

4. O elemento líder de cada linha não nula é igual a 1. 

5. Cada elemento líder igual a 1 é o único elemento não nulo em sua coluna. 


Uma matriz escalonada (matriz escalonada reduzida, respectivamente) é uma matriz em forma 
escalonada (forma escalonada reduzida, respectivamente). A propriedade 2 diz que os elementos líde¬ 
res formam um padrão escalonado (“de escada”) que desce para a direita pela matriz. A propriedade 
3 é uma simples consequência da propriedade 2, mas está incluída para enfatizar. 

As matrizes “triangulares” da Seção 1.1, como 


"2 

-3 

2 

1 


"1 

0 

0 

29“ 

0 

1 

-4 

8 

e 

0 

1 

0 

16 

0 

0 

0 

5/2 


0 

0 

1 

3 


estão em forma escalonada. De fato, a segunda matriz está em forma escalonada reduzida. Vejamos 
agora exemplos adicionais. 

EXEMPLO 1 As matrizes a seguir estão em forma escalonada. Os elementos líderes (■) podem as¬ 
sumir qualquer valor não nulo; os elementos com asterisco (*) podem assumir qualquer valor (in¬ 
cluindo zero). 


4 Esse algoritmo é uma variação do algoritmo conhecido como método de Gauss. Um método semelhante para sistemas 
lineares foi usado por matemáticos chineses em tomo de 250 a.C. O processo era desconhecido na cultura ocidental até o 
século 19, quando foi descoberto pelo matemático alemão famoso, Cari Friedrich Gauss. O engenheiro alemão Wilhelm 
Jordan popularizou o algoritmo em 1888 em um texto sobre geodésicas. 
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■ * 

0 ■ 

0 0 

0 0 


* * 

* * 

0 0 

0 0 


0 ■ 

0 0 

0 0 

0 0 

0 0 


* * 

0 ■ 

0 0 

0 0 

0 0 


* * 

* * 

■ * 

0 ■ 

0 0 


* * 

* * 

* * 

* * 

0 0 


* * 

* * 

* * 

* * 

■ * 


As matrizes a seguir estão na forma escalonada reduzida porque os elementos líderes são todos iguais 
a 1 e só tem elementos iguais a 0 abaixo e acima de cada líder. 


1 0 
0 1 
0 0 
0 0 


* * 

* * 

0 0 

0 0 


0 1 
0 0 
0 0 
0 0 
0 0 


* 0 

0 1 

0 0 

0 0 

0 0 


0 0 
0 0 
1 0 
0 1 

0 0 


* * 

* * 

* * 

* * 

0 0 


0 * 

0 * 

0 * 

0 * 

1 * 


Nenhuma matriz não nula pode ser escalonada (ou seja, transformada por operações elementares) 
em mais de uma matriz em forma escalonada, usando sequências diferentes de operações elementa¬ 
res. No entanto, a forma escalonada reduzida obtida de uma matriz é única. O próximo teorema está 
demonstrado no Apêndice A, no final do livro. 


TEOREMA 1 


Unicidade da Forma Escalonada Reduzida 

Cada matriz é equivalente por linhas a uma e somente uma matriz escalonada reduzida. 


Se uma matriz A for equivalente por linhas a uma matriz escalonada U 9 dizemos que U é uma for¬ 
ma escalonada (ou forma escalonada por linhas) de A; se U estiver em forma escalonada reduzida, 
dizemos que Ué a forma escalonada reduzida de A. [A maioria dos programas matriciais e das cal¬ 
culadoras com capacidade para manipular matrizes usa a abreviação RREF para a forma escalonada 
reduzida (por linhas); alguns usam REF para a forma escalonada (por linhas).] 

Posição de Pivôs 

Quando as operações elementares geram uma forma escalonada de uma matriz, as operações adicio¬ 
nais para se obter a forma escalonada reduzida não mudam as posições dos elementos líderes. Como 
a forma escalonada reduzida é única, os elementos líderes estão sempre nas mesmas posições em 
qualquer forma escalonada de uma dada matriz . Esses elementos líderes correspondem aos elemen¬ 
tos líderes iguais a 1 na forma escalonada reduzida. 


DEFINIÇÃO 


Em uma matriz A, uma posição de pivô corresponde a um elemento líder em uma forma escalo¬ 
nada de A. Uma coluna pivô é uma coluna de A que contém uma posição de pivô. 


No Exemplo 1, os quadrados (■) identificam as posições de pivôs. Muitos conceitos fundamentais 
nos quatro primeiros capítulos estarão relacionados, de uma forma ou de outra, às posições de pivô 
de uma matriz. 


EXEMPLO 2 Faça o escalonamento da matriz A a seguir e localize as colunas pivôs de A. 


A = 


0 

-1 

-2 

1 



4 

3 

3 

-9 


9 

1 

-1 

-7 


SOLUÇÃO Use a mesma estratégia básica da Seção 1.1.0 primeiro elemento (ao alto) da primeira 
coluna não nula (da esquerda para a direita) é a primeira posição de pivô. Um valor não nulo, cha¬ 
mado pivô , deve ser colocado nessa posição. Uma boa escolha é trocar a primeira com a quarta li¬ 
nha (porque, assim, os cálculos mentais do próximo passo não envolverão frações). 


1 - 4 

Pivô 

5 

-9 -7 

1 -2 

-1 

3 1 

■2 -3 

0 

3 -1 

0 -3 

-6 

4 9 

Coluna ] 

pivô 
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CAPÍTULO 1 


Crie zeros abaixo do pivô, 1, somando múltiplos da primeira linha às linhas de baixo e obtenha a ma¬ 
triz (1) abaixo. A próxima posição de pivô, na segunda linha, deve estar o mais à esquerda possível, 
a saber, na segunda coluna. Escolheremos o 2 nessa posição como o próximo pivô. 


1 

4 

— Pivô 

5 -9 

-7 

0 

2^ 

4 

-6 

-6 

0 

5 

10 -15 

-15 

0 

-3 

-6 

4 

9 


O) 


t_ 


Próxima coluna pivô 


Some a segunda linha multiplicada por -5/2 à terceira e some a segunda linha multiplicada por 3/2 
à quarta. 


1 4 5-9-7 

0 2 4 -6 -6 

0 0 0 0 0 
000-50 


( 2 ) 


A matriz em (2) é diferente das matrizes obtidas na Seção 1.1. Não há como criar um elemento líder 
na terceira coluna! (Não podemos usar as duas primeiras linhas, senão destruiríamos a formação es¬ 
calonada dos elementos líderes obtida até agora.) No entanto, se trocarmos a terceira com a quarta 
linha, poderemos criar um elemento líder na quarta coluna. 

— Pivô 


"1 

4 

5 

-9 

- 7 ” 


■ 

* 

* 

* 

* 

0 

2 

4 

-6 

-6 


0 

■ 

* 

* 

* 

0 

0 

0 

- 5 -J 

0 

Forma geral: 

0 

0 

0 

■ 

* 

0 

0 

0 

0 

0 


0 

0 

0 

0 

0 _ 


t_L 




Colunas pivô 


A matriz está em forma escalonada, revelando que a primeira, a segunda e a quarta são as colunas pivôs. 


A = 



Posições de pivô 


Colunas pivô 


(3) 


Um pivô, como ilustrado no Exemplo 2, é um número não nulo em uma posição de pivô que é usado 
para criar zeros por meio de operações elementares. Os pivôs no Exemplo 2 são 1,2 e -5. Observe que 
esses números não são iguais aos elementos de A que estão indicados nas posições de pivô em (3). 

Com o Exemplo 2 como guia, estamos prontos para descrever um procedimento eficiente que 
transforme uma matriz em uma matriz escalonada ou escalonada reduzida. Um estudo cuidadoso e o 
domínio do procedimento agora irão pagar ótimos dividendos mais tarde. 


O Algoritmo de Escalonamento ou de Redução por Linhas 

O algoritmo que se segue consiste em quatro passos e produz uma matriz em forma escalonada. Um 
quinto passo produz uma matriz em forma escalonada reduzida. Vamos ilustrar o algoritmo fazendo 
uso de um exemplo. 

EXEMPLO 3 Aplique as operações elementares para transformar a matriz a seguir em primeiro lu¬ 
gar para uma forma escalonada e, depois, para a forma escalonada reduzida. 

‘0 3 -6 6 4 —5" 

3 -7 8 -5 8 9 

_ 3 -9 12 -9 6 15 _ 

SOLUÇÃO 
PASSO 1 

Inicie com a primeira coluna não nula, da esquerda para a direita. Esta é uma coluna pivô. A 
posição de pivô é a primeira de cima. 
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0 

3 

-6 

6 

4 

-5 

3 

-7 

8 

-5 

8 

9 

3 

-9 

12 

-9 

6 

15 


*— Coluna pivô 


PASSO 2 

Escolha um elemento não nulo na coluna pivô para servir de pivô. Se necessário, troque linhas 
de modo a deslocar esse elemento para a posição de pivô. 


Troque a primeira com a terceira linha. (Poderíamos também ter trocado a primeira com a segunda 
linha.) 


"3^—9 

Pivô 

12 -9 

6 

15 

3 -7 

8 -5 

8 

9 

0 3 

-6 6 

4 

-5 


PASSO 3 

Use as operações de substituição de linha para criar zeros em todas as posições abaixo do 
pivô. 


Como um passo preliminar, poderíamos dividir a primeira linha pelo valor do pivô, 3. Mas com dois elemen¬ 
tos iguais a 3 na primeira coluna, fica bem fácil somar a primeira linha multiplicada por -1 à segunda. 

X - Pivô 

9 12 -9 6 15“ 

0 2 -4 4 2 -6 

0 3 -6 6 4 -5 


PASSO 4 

Cubra (ou ignore) a linha contendo a posição de pivô e cubra todas as linhas, se é que existem, 
acima dela. Aplique os passos de 1 a 3 no restante da matriz. Repita o processo até que não 
existam mais linhas não nulas a serem modificadas. 


Com a primeira linha coberta, o passo 1 mostra que a coluna 2 é a próxima coluna pivô; para o passo 
2, vamos escolher como pivô o elemento “de cima” nesta coluna. 


Pivô 


3 

0 

0 


-9 12 -9 6 15 

2- -4 4 2-6 

3 -6 6 4 -5 


t_ 


Nova coluna pivô 


Para o passo 3, poderíamos realizar um passo adicional que consiste em dividir a linha “de cima” da 
matriz restante pelo pivô, 2. Em vez disso, vamos somar a linha “de cima” multiplicada por -3/2 à 
linha abaixo. Isso nos dá 

"3 -9 12 -9 6 15' 

0 2 -4 4 2 -6 

0 0 0 0 14 


Quando cobrimos a linha contendo a segunda posição de pivô para o passo 4, resta-nos uma nova 
matriz que tem somente uma linha: 


"3 -9 12 -9 

0 2-44 

0 0 0 0 


6 15 
2 -6 



Os passos de 1 a 3 não exigem nenhum trabalho para essa matriz e, assim, atingimos uma forma es¬ 
calonada da matriz original. Se quisermos uma matriz na forma escalonada reduzida, então realiza¬ 
remos mais um passo. 
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CAPÍTULO 1 


PASSO 5 

Iniciando com o pivô mais à direita e prosseguindo para cima e à esquerda, crie zeros acima 
de cada pivô. Se um pivô não for igual a 1, faça-o assumir o valor 1 através de uma operação 
de escalonamento. 


O pivô mais à direita está na coluna 3. Crie zeros acima dele somando múltiplos convenientes da ter¬ 
ceira linha à primeira e à segunda linha. 

'3 -9 12 -9 0 -9" 

0 2 -4 4 0 -14 

0 0 0 0 1 4 


Linha 1 -I- (-6) • linha 3 
Linha 2 + (-2) • linha 3 


O próximo pivô está na linha 2. Vamos mudar a escala nessa linha dividindo pelo pivô. 

'3 -9 12 -9 0 -9' 

0 1-2 2 0 -7 

0 0 0 0 14 


Linha multiplicada por \ 


Crie um zero na coluna 2 somando a segunda linha multiplicada por 9 à primeira. 


3 0-6 

0 1 -2 
0 0 0 


0 -72 
0 -7 

1 4 


Linha 1 4* (9) • linha 2 


Finalmente, vamos mudar a escala na primeira linha dividindo pelo pivô, 3. 


0 -2 

1 -2 

0 0 


0 -24 
0 -7 

1 4 


Linha multiplicada por I 


Essa é a forma escalonada reduzida da matriz original. 


A combinação dos passos de 1 a 4 é chamada fase progressiva do algoritmo de escalonamento. O 
passo 5, que gera a forma escalonada reduzida única, é conhecido como fase regressiva. 


-COMENTÁRIOS NUMÉRICOS- 

No passo 2 já mencionado, um programa de computador vai normalmente escolher como pivô 
o elemento de uma coluna que tenha o maior valor em módulo. Essa estratégia, chamada pivô 
parcial, é usada para reduzir os erros de arredondamento nos cálculos. 


Soluções de Sistemas Lineares 


Quando aplicado à matriz aumentada de um sistema linear, o algoritmo de escalonamento leva dire¬ 
tamente a uma descrição explícita do conjunto solução para o sistema. 

Suponha, por exemplo, que a matriz aumentada de um sistema linear tenha sido transformada na 
forma escalonada reduzida equivalente. 

"1 0-5 r 
0 114 

0 0 0 0 


Existem três variáveis porque a matriz aumentada tem quatro colunas. O sistema de equações 
associado é 


*i - 5 x 3 = 1 
*2 + *3 = 4 
0 =0 


(4) 


As variáveis x x e x 2 , correspondentes às colunas pivôs da matriz, são chamadas variáveis dependen¬ 
tes ou básicas. 5 A outra variável, x 3 , é denominada variável livre. 

Sempre que um sistema for consistente, como em (4), o conjunto solução pode ser descrito de 
forma explícita resolvendo-se o sistema de equações reduzido para as variáveis básicas em função 


-Alguns textos usam o termo variáveis líderes , já que correspondem às colunas contendo elementos líderes. 
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das variáveis livres. Essa operação se toma possível porque a forma escalonada reduzida posiciona 
cada variável dependente em exatamente uma equação. Em (4), podemos resolver a primeira equa¬ 
ção para obter x p e a segunda equação para obter x r (Ignoramos a terceira equação; ela não oferece 
nenhuma restrição para as variáveis.) 

*1 = 1 + 5*3 

' *2 = 4 - *3 (5) 

x 3 é livre 

Ao dizer que “x 3 é livre”, significa que estamos livres para escolher qualquer valor para x y Uma vez 
feito isso, as fórmulas em (5) determinam os valores de x x e x r Por exemplo, quando x 3 = 0, a solução 
é (1, 4, 0); quando x 3 = 1, a solução é ( 6 , 3,1). Cada escolha dex 3 determina uma solução (diferente) 
do sistema, e toda solução do sistema é determinada por uma escolha de x y 

EXEMPLO 4 Determine a solução geral do sistema linear cuja matriz aumentada foi reduzida para 

"1 6 2-5-2 -4" 

0 0 2 -8 -1 3 

_0 0 0 0 I 7_ 

SOLUÇÃO A matriz está em forma escalonada, mas queremos obter a forma escalonada reduzida 
antes de resolver para as variáveis básicas. A seguir, completamos a redução por linhas. O símbolo 
~ antes de uma matriz indica que a matriz é equivalente por linhas à matriz anterior. 


" 1 

6 

2 

-5 

-2 

-4“ 


"1 

6 

2 

-5 

0 

10 “ 

0 

0 

2 

-8 

-1 

3 


0 

0 

2 

-8 

0 

10 

_0 

0 

0 

0 

1 

7 _ 


_0 

0 

0 

0 

1 

7 

" 1 

6 

2 

-5 

0 

10 " 


"1 

6 

0 

3 

0 

0 " 

0 

0 

1 

-4 

0 

5 


0 

0 

1 

-4 

0 

5 

0 

0 

0 

0 

1 

7 


0 

0 

0 

0 

1 

7 


Existem cinco variáveis, já que a matriz aumentada tem seis colunas. O sistema associado agora é 

X\ + 6*2 + 3x 4 = 0 

x 3 - 4A '4 = 5 ( 6 ) 

A 5 = 7 

As colunas pivôs da matriz são 1, 3 e 5, de modo que as variáveis dependentes são x p x 3 e x 5 . As va¬ 
riáveis restantes, x 2 e x 4 , são necessariamente livres. Resolvendo para as variáveis dependentes, ob¬ 
temos a solução geral: 

A'i = — 6 x 2 — 3x4 
X 2 é livre 

< x 3 = 5 + 4x 4 (7) 

X 4 é livre 
x 5 = 7 

Observe que o valor de x 5 já foi fixado pela terceira equação do sistema ( 6 ). ■ 

Descrições Paramétricas do Conjunto Solução 

As descrições em (5) e (7) são descrições paramétricas de conjuntos solução nos quais as variáveis 
livres atuam como parâmetros. Resolver um sistema significa determinar uma descrição paramétrica 
do conjunto solução ou concluir que o conjunto solução é vazio. 

Sempre que um sistema for consistente e tiver variáveis livres, o conjunto solução terá muitas des¬ 
crições paramétricas. Por exemplo, no sistema (4), podemos somar a segunda equação multiplicada 
por 5 à primeira equação e obter o sistema equivalente 

Ai + 5X2 = 21 

X 2 + x 3 = 4 

Poderíamos considerar x 2 como um parâmetro e resolver para x x e x 3 em função de x 2 e, assim, tería¬ 
mos uma descrição precisa do conjunto solução. No entanto, para sermos coerentes, seguiremos a 
convenção (arbitrária) de usar sempre as variáveis livres como parâmetros para descrever um conjunto 
solução. (A seção de respostas, ao final do livro, também reflete essa convenção.) 
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CAPÍTULO 1 


Sempre que um sistema for inconsistente, o conjunto solução será vazio, mesmo se o sistema tiver 
variáveis livres. Nesse caso, o conjunto solução não tem representação paramétrica. 

Substituição de Trás para a Frente 

Considere o seguinte sistema cuja matriz aumentada está em forma escalonada, mas não está na for¬ 
ma escalonada reduzida. 

x\ — 1x2 4 - 2 x 3 — 5x4 4 - 8x5 = 10 
X2 — 3X3 4 - 3X4 -I- x 5 = —5 
x 4 — x 5 = 4 

Um programa de computador resolveria esse sistema por substituição de trás para a frente, em vez de 
calcular a forma escalonada reduzida. Ou seja, o programa resolveria a equação 3 parax 4 em função 
de x 5 e substituiria a expressão para x 4 na equação 2 ; resolveria a equação 2 para x 2 ; e, então, substi¬ 
tuiria as expressões para x 2 e x 4 na equação 1 e resolveria para x r 

Nosso processo para a fase regressiva do escalonamento, que gera a forma escalonada reduzida, 
tem o mesmo número de operações aritméticas que a substituição de trás para a frente. Mas o forma¬ 
to matricial reduz substancialmente a tendência de se cometer erros durante os cálculos. A melhor 
estratégia é usar somente a forma escalonada reduzida para resolver um sistema! 

-COMENTÁRIOS NUMÉRICOS- 

Em geral, a fase progressiva do escalonamento leva muito mais tempo que a fase regressiva. 
Um algoritmo que resolve um sistema costuma ser medido em flops (do inglês floating point 
operations ou operações de ponto flutuante ). 6 Um flop é uma operação aritmética (+, -,*,/) de 
dois números reais em ponto flutuante . 6 Para uma matriz n x (n + 1), o processo até uma forma 
escalonada pode consumir 2« 3 /3 + n 1 /2 - ln/6 flops (o que dá próximo a 2« 3 /3 flops quando n 
for moderadamente grande, digamos, n > 30). Por outro lado, a continuação do processo até a 
forma escalonada reduzida consome no máximo n 2 flops. 


Sobre a Existência e a Unicidade 

Apesar de a forma escalonada não reduzida ser uma ferramenta fraca para resolver um sistema, ela é 
exatamente o que é preciso para responder às duas perguntas fundamentais feitas na Seção 1.1. 


EXEMPLO 5 Determine a existência e a unicidade de soluções do sistema 

3 x 2 — 6 x 3 4- 6 x 4 4- 4 x 5 = — 5 
3xi — 7 x 2 4- 8 x 3 — 5 x 4 4- 8 x 5 = 9 
3xi — 9 x 2 4- I 2 .V 3 — 9 x 4 4" 6 x 5 = 15 
SOLUÇÃO A matriz aumentada desse sistema foi escalonada no Exemplo 3: 

"3 -9 12 -9 6 15~ 

0 2 -4 4 2 -6 

0 0 0 0 1 4 


( 8 ) 


As variáveis dependentes são x p x 2 , e x 5 ; as variáveis livres são x 3 e x 4 . Não existe nenhuma equação 
da forma 0=1 que indicaria um sistema inconsistente, de modo que podemos aplicar a substituição 
de trás para a frente para determinar uma solução. Mas a existência de uma solução já está clara em 
( 8 ). Além disso, a solução não é única porque existem variáveis livres. Cada escolha de x 3 e x 4 deter¬ 
mina uma solução diferente. Portanto, o sistema admite infinitas soluções. ■ 


Quando um sistema está na forma escalonada e não há nenhuma equação da forma 0 = b, com b 
diferente de zero, toda equação não nula contém uma variável dependente com um coeficiente não 
nulo. Ou as variáveis dependentes ficam completamente determinadas (sem nenhuma variável livre), 
ou pelo menos uma das variáveis dependentes pode ser escrita em função de uma ou mais variáveis 
livres. No primeiro caso, a solução é única; no segundo caso, existem infinitas soluções (uma para 
cada escolha de valores das variáveis livres). 


6 Tradicionalmente, um flop consistia apenas em multiplicação ou divisão, já que a soma e a subtração levavam muito 
menos tempo e poderiam ser ignoradas. A definição de flop dada aqui é a preferida agora por causa dos avanços na ar¬ 
quitetura de computadores. Veja Golub e Van Loan, Matrix Computations , 2- Ed. (Baltimore: The Johns Hopkins Press, 
1989), pp. 19-20. 
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Essas observações justificam o teorema a seguir. 


TEOREMA 2 Teorema de Existência e Unicidade 

Um sistema linear é consistente se e somente se a última coluna (à direita) da matriz aumentada não 
for uma coluna pivô, ou seja, se e somente se uma forma escalonada da matriz aumentada não tiver 
nenhuma linha da forma 

[0 ... 0 b\ com b diferente de zero 

Se um sistema linear for consistente, então o conjunto solução conterá (i) uma única solução, no 
caso em que não haja variáveis livres, ou (ii) infinitas soluções, no caso em que exista pelo menos 
uma variável livre. 


O procedimento a seguir descreve como se determinam todas as soluções de um sistema linear. 


USANDO ESCALONAMENTO PARA RESOLVER UM SISTEMA LINEAR 

1. Escreva a matriz aumentada do sistema. 

2. Use o algoritmo de escalonamento para obter uma matriz aumentada equivalente em forma 
escalonada. Decida se o sistema é consistente. Se não existir solução, pare; caso contrário, 
vá para o próximo passo. 

3. Continue a redução por linhas até obter a forma escalonada reduzida. 

4. Escreva o sistema de equações correspondente à matriz obtida no passo 3. 

5. Reescreva cada equação não nula do passo 4 de modo que sua única variável dependente 
fique expressa em função das variáveis livres que aparecem na equação. 


PROBLEMAS PRÁTICOS 

1. Determine a solução geral do sistema linear cuja matriz aumentada é 



2. Determine a solução geral do sistema 

x\ — 2 x 2 — *3 + 3^4 = 0 

—2.V| + 4x2 4- 5x3 — 5x4 — 3 

3xi — 6x2 — 6x3 4- 8x4 = 2 


1.2 EXERCÍCIOS 


Nos Exercícios 1 e 2, determine quais matrizes estão na forma escalonada 
reduzida e quais estão apenas em forma escalonada (mas não reduzida). 


2 . a. 


0 

1 

0 

0 

1 

0 

0 

0 

1 

0 

0 

2 
0 
0 

1 

0 

0 

0 


0 

0 

1 

0 

I 

0 

0 

1 

1 

0 

0 

0 

1 

0 

1 

1 

0 

0 


1 0 


1 


0 


Faça o escalonamento das matrizes dos Exercícios 3 e 4 para obter a for¬ 
ma escalonada reduzida. Circule as posições de pivô na matriz final e na 
matriz original, e liste as colunas pivôs. 


0 

1 

1 0 


' 1 

2 

4 

8" 


" 1 

2 

4 

5" 

_0 

0 

0 1 _ 

3. 

2 

4 

6 

8 

4. 

2 

4 

5 

4 

" 1 

1 

0 1 

r 

3 

6 

9 

12 


4 

5 

4 

2 


5. Descreva todas as formas escalonadas possíveis de uma matriz não 
nula 2 x 2. Use os símbolos i, * e 0 como na primeira parte do 
Exemplo 1. 

6. Repita o Exercício 5 para uma matriz não nula 3x2. 

Determine a solução geral dos sistemas cujas matrizes aumentadas são 
dadas nos Exercícios 7 a 14. 


■ [3 9 í s] *■ [-' 


»[? 


11 . 


—2 

-6 

-4 


-2 

4 

4 

12 

8 


] ■»•[- 


12 . 


-3 
7 

-2 -1 
4 -5 

0 -9 
1 3 

0 0 
0 0 


0 -5 
0 9 . 
-1 4“ 

-5 6 


0 4 
0 -1 
1 -7 
0 l 
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1-3 0-1 0-2" 

0 10 0-41 

0 0 0 19 4 

0 0 0 0 0 0 _ 

1 0 -5 0 -8 3" 

0 14-106 

0 0 0 0 10 

0 0 0 0 0 0 


Nos Exercícios 15 e 16, use a notação do Exemplo 1 para as matrizes 
em forma escalonada. Suponha que cada matriz represente a matriz au¬ 
mentada de um sistema de equações lineares. Em cada caso, determine 
se o sistema é consistente. Se o sistema for consistente, determine se a 
solução é única. 


15. a. 


b. 


0 

0 

0 

0 

0 


* * * 

■ * * 

0 0 0_ 

■ * * * 

0 ■ * * 

0 0 ■ 0 


16. 


■ * * 

0 ■ * 

0 0 » 


■ * * * 

b. 0 0 ■ * 

0 0 0 " 


* 

* 


* 


Nos Exercícios 17 e 18, determine o(s) valor(es) de h para que a matriz 
seja a matriz aumentada de um sistema linear consistente. 



Nos Exercícios 19 e 20, escolha h e k para que o sistema tenha (a) nenhu¬ 
ma solução, (b) uma única solução e (c) muitas soluções. Dê respostas 
separadas para cada item. 

19. x\ + hx 2 = 2 20. jti — 3x 2 = 1 

4xj + 8 x 2 — k 2x ; -I- hx 2 — k 

Nos Exercícios 21 e 22, marque cada afirmação como Verdadeira ou Fal¬ 
sa. Justifique cada resposta. 7 

21. a. Em alguns casos, uma matriz pode ser equivalente por linhas 

a mais de uma matriz em forma escalonada reduzida usando 
sequências diferentes de operações elementares. 

b. O algoritmo de escalonamento só se aplica a matrizes aumen¬ 
tadas de um sistema linear. 

c. Uma variável dependente em um sistema linear é uma variável 
que corresponde a uma coluna pivô na matriz dos coeficientes. 

d. Determinar uma descrição paramétrica do conjunto solução de 
um sistema linear é o mesmo que resolver o sistema. 

e. Se uma linha de uma forma escalonada de uma matriz aumen¬ 
tada for [0005 0], então o sistema linear associado será in¬ 
consistente. 

22. a. A forma escalonada de uma matriz é única. 

b. Se todas as colunas de uma matriz aumentada contiverem um 
pivô, então o sistema correspondente será inconsistente. 

c. As posições de pivô em uma matriz dependem se foi usada a 
troca de linhas no processo de escalonamento da matriz. 

d. Uma solução geral de um sistema é uma descrição explícita de 
todas as soluções do sistema. 

e. Sempre que um sistema tiver variáveis livres, o conjunto so¬ 
lução conterá muitas soluções. 


23. Suponha que a matriz de coeficientes de um sistema linear com 
quatro equações e quatro incógnitas tenha um pivô em cada coluna. 
Explique por que o sistema tem uma única solução. 

24. Suponha que um sistema de equações lineares tenha uma matriz au¬ 
mentada 3x5 cuja quinta coluna não é uma coluna pivô. O sistema 
é consistente? Por quê? 

25. Suponha que a matriz de coeficientes de um sistema de equações 
lineares tenha uma posição de pivô em cada linha. Explique por que 
o sistema é consistente. 

26. Suponha que a matriz de coeficientes 3 x 5 de um sistema linear 
tenha três colunas pivôs. O sistema é consistente? Por quê? 

27. Reescreva a última frase do Teorema 2 usando o conceito de colunas 

pivôs: “Se um sistema linear for possível, sua solução será única se 
e somente se_.” 

28. O que seria preciso saber sobre as colunas pivôs de uma matriz au¬ 
mentada para ter certeza de que o sistema linear é consistente e tem 
uma única solução? 

29. Um sistema de equações lineares com menos equações que incóg¬ 
nitas é, às vezes, denominado sistema subdeterminado. Tal sistema 
pode ter uma única solução? Explique. 

30. Dê um exemplo de um sistema subdeterminado e inconsistente com 
duas equações e três incógnitas. 

31. Um sistema de equações lineares com mais equações que incógni¬ 
tas é, às vezes, denominado sistema superdeterminado. Um sistema 
como esse pode ser consistente? Ilustre sua resposta com um exem¬ 
plo particular de um sistema de três equações e duas incógnitas. 

32. Suponha que uma matriz n x (w + 1) seja colocada em sua forma 
escalonada reduzida. Qual é a fração aproximada do número total 
de operações (flops) envolvidas na fase regressiva do escalonamento 
quando n = 20? E quando n = 200? 

Suponha que um conjunto de dados experimentais seja representado por 
um conjunto de pontos do plano. Um polinómio interpolador para esse 
conjunto de dados é um polinómio cujo gráfico contém cada ponto. Em 
trabalhos científicos, esse polinómio pode ser usado, por exemplo, para 
obter estimativas de valores entre os pontos conhecidos. Outra aplicação 
é a criação de curvas para imagens gráficas na tela de um computador. 
Um método para se determinar um polinómio interpolador é resolver um 
sistema de equações lineares. 

WE B j 

33. Determine o polinómio interpolador p (t) = a Q + a x t + a 2 t 2 para o 
conjunto de dados (1, 6), (2, 15), (3, 28). Em outras palavras, de¬ 
termine íz 0 , a v e a 2 tais que 

0o + 0iO) + ^ 2(1 ) 2 = 6 
0 O +0i(2) + fl 2 (2) 2 = 15 
0 o + 0i (3) + 0 2 (3) 2 = 28 

34. [M] Em uma experiência em um túnel de vento, a força sobre um 
projétil devido à resistência do ar foi medida para velocidades di¬ 
ferentes: 

Velocidade (100 pés/s) 0 2 4 6 8 10 

Força (100 lbs) 0 2,90 14,8 39,6 74,3 119 

Determine um polinómio interpolador para esse conjunto de dados e 
obtenha uma estimativa para a força sobre o projétil quando ele esti¬ 
ver se deslocando a uma velocidade de 750 pés/s (1 pé « 30,5 cm). Use 
p (t) = a 0 + a x t + a 2 f + afi + a A f + a/. O que acontece se você tentar 
usar um polinómio de grau menor que 5? (Tente um polinómio cúbico, 
por exemplo.) 8 


7 Questões do tipo Verdadeiro/Falso como essas aparecerão em muitas seções. 
Foram descritos métodos para justificar suas respostas antes dos Exercícios 
23 e 24 na Seção 1.1. 


8 Os exercícios marcados com o símbolo [M] devem ser resolvidos com a 
ajuda de um “programa Matricial” (um programa para computadores como 
MATLAB®, Maple™, Mathematica®, MathCad® ou Derive™, ou uma calcu¬ 
ladora programável com capacidade para manipular matrizes, como as manu¬ 
faturadas por Texas Instruments ou Hewlett-Packard). 
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A solução geral do sistema 
de equações é a reta 
interseção dos dois planos. 


SOLUÇÕES DOS PROBLEMAS PRÁTICOS 

1. A forma escalonada reduzida da matriz aumentada e o sistema correspondente são 

[10-2 9] *i - 2 x 3 = 9 

L° 1 1 3 J *2+ *3 = 3 

As variáveis dependentes são x t e x 2 , e a solução geral é 

x, = 9+ 2x 3 
■ x 2 = 3 -x 3 
JC 3 é livre 

Obs.: É essencial que a solução geral descreva cada variável, com os parâmetros claramente 
identificados. As expressões a seguir não descrevem a solução: 

xt = 9 + 2x3 
x 2 = 3-x 3 

.*3 = 3 — X 2 Solução incorreta 

Essa descrição implica as variáveis x 2 e x 3 serem ambas livres, o que com certeza não é o caso. 

2. A forma escalonada reduzida da matriz aumentada do sistema é 


1 

-2 

-1 

3 

0“ 


' 1 

-2 

-1 

3 

0“ 

-2 

4 

5 

-5 

3 


0 

0 

3 

1 

3 

3 

-6 

-6 

8 

2 


_0 

0 

-3 

-1 

2 






"1 

-2 

-1 

3 

0‘ 






0 

0 

3 

1 

3 






0 

0 

0 

0 

5 


Essa matriz escalonada mostra que o sistema é inconsistente , porque sua última coluna (a mais 
à direita) é uma coluna pivô; a terceira linha corresponde à equação 0 = 5. Não há necessidade 
de realizar mais nenhuma operação elementar. Observe que a presença de variáveis livres nesse 
problema é irrelevante, porque o sistema é inconsistente. 



EQUAÇÕES VETORIAIS 


Propriedades importantes de sistemas lineares podem ser descritas por meio do conceito e da notação 
de vetores. Esta seção faz a ligação entre equações de vetores e sistemas de equações. O termo vetor 
aparece em grande variedade de contextos matemáticos e físicos, que discutiremos no Capítulo 4, 
“Espaços Vetoriais”. Até lá, usaremos o termo vetor para designar uma lista ordenada de números. 
Essa ideia simples nos possibilita obter aplicações interessantes e importantes da forma mais rápida 
possível. 


Vetores em R 2 


Uma matriz com apenas uma coluna é chamada vetor coluna ou simplesmente vetor. Exemplos de 
vetores com duas componentes são 


u = 





em que w ] e w 2 são números reais arbitrários. O conjunto de todos os vetores com duas componen¬ 
tes é denotado por (R 2 (leia “erre dois”). O IR representa os números reais que aparecem nas com¬ 
ponentes dos vetores, e o expoente 2 indica que cada vetor contém duas componentes. 9 

Dois vetores em [R 2 são iguais se e somente se suas componentes correspondentes forem iguais. 


Assim, 



não são iguais, já que os vetores em (R 2 são pares ordenados de números reais. 


9 A maioria dos vetores e matrizes neste livro têm componentes reais. No entanto, todas as definições e teoremas nos 
Capítulos 1 a 5 e na maior parte do restante do texto permanecem válidas se as componentes forem complexas. Vetores 
e matrizes complexas aparecem naturalmente, por exemplo, em engenharia elétrica e em física. 
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CAPÍTULO 1 


Dados dois vetores u e v em IR 2 , sua soma é o vetor u + v obtido somando-se as componentes 
correspondentes de u e v. Por exemplo, 

UM!]-U:íh;] 

Dados um vetor v e um número real c, o múltiplo escalar de v por cé o vetor cx obtido multiplican¬ 
do-se cada componente de v por c. Por exemplo, 

se v = ^ j e c = 5, então cx — 5 

O número cemcvé chamado escalar; sua escrita não está em negrito para distingui-lo do tipo em 
negrito do vetor v. 

As operações de multiplicação por escalar e soma de vetores podem ser combinadas, como no 
exemplo a seguir. 



EXEMPLO 1 Dados u = ^j CV = [ 5 ]' ca ^ cu ^ e ^ u ’ v e + ( - 3 ) v. 

SOLUÇÃO 

4u = [-«]• ( - 3)v = ['is] 

4„ + (-3)v=[J] + [-|] = [-|] 

Algumas vezes, por conveniência (e também para economizar espaço), escrevemos um vetor co- 

T 3 1 

luna como _j na forma (3, -1). Nesse caso, usamos parênteses e uma vírgula para distinguir o 
vetor (3, -1) da matriz linha [3 — 1], escrita com colchetes e sem vírgula. Assim, 

-■] 

pois as matrizes são de tamanhos diferentes, apesar de terem os mesmos elementos. 


Descrição Geométrica de IR 2 

Considere um sistema de coordenadas cartesianas no plano. Como cada ponto do plano fica determi¬ 
nado por um par ordenado de números, podemos identificar um ponto geométrico {a, b) com o vetor 
f a "I 

coluna K • Podemos considerar, então, R 2 como o conjunto de todos os pontos do plano. Veja a Figura 1. 


*( 2 , 2 ) 


x 


1 


(- 2 ,- 1 ) 


(3,-1) 


FIGURA 1 Vetores como pontos. 



A visualização geométrica de um vetor como _ j J é auxiliada pela inclusão de uma seta (um 

segmento de reta orientado) da origem (0, 0) até o ponto (3, -1), como na Figura 2. Nesse caso, os 
pontos sobre a seta não têm qualquer significado especial. 10 


10 Em física, setas podem representar forças e estão, em geral, livres para se mover no espaço. Essa interpretação de ve¬ 
tores será discutida na Seção 4.1. 
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A soma de dois vetores tem uma interpretação geométrica muito útil. A regra que se segue pode 
ser verificada por geometria analítica. 


A Regra do Paralelogramo para a Soma 

Seuevemi ^ 2 forem representados como pontos no plano, então u + v corresponderá ao quarto 
vértice do paralelogramo cujos outros vértices serão u, 0 e v. Veja a Figura 3. 



FIGURA 3 A regra do paralelogramo. 


EXEMPLO 2 

Figura 4. 


Os vetores i 


U = i^] V = [ ( j > j eu + v = ^ 3 J est ^° representados graficamente na 



O próximo exemplo ilustra o fato de que o conjunto de todos os múltiplos escalares de um vetor 
fixo é uma reta contendo a origem ( 0 , 0 ). 


EXEMPLO 3 


Seja v 


■[-?} 


Represente graficamente os vetores v, 2v e — yV. 


SOLUÇÃO 


Veja a Figura 5 na qual v, 2v = 



estão representados graficamente. 


A seta que representa 2v tem o dobro do comprimento da seta que representa v, e elas apontam na 
mesma direção. A seta que representa — y-v é dois terços do comprimento da seta que representa v, 
e elas apontam em direções opostas. Em geral, o comprimento da seta que representa c\ é |c| vezes 
o comprimento da seta que representa v. [Lembre que 0 comprimento de um segmento de reta de 


(0, 0) a ( a , b) é y/a 2 + b 2 . Discutiremos mais sobre isso no Capítulo 6 .] 



FIGURA 5 


Vetores em R 3 

Vetores em W são matrizes colunas com três componentes. Eles são representados de forma geométri¬ 
ca por pontos em um espaço cartesiano tridimensional, com as setas que partem da origem incluídas, 
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para que se possa ter uma visualização mais clara. Os vetores a = 
graficamente na Figura 6. 


2 

3 

4 


e 2 a estão representados 


Vetores em IR" 


Se n for um inteiro positivo, IR” (leia “erre n”) denota a coleção de todas as listas (ou n-uplas ordena¬ 
das) de n números reais, geralmente escritas na forma de uma matriz coluna n x 1, tal como 


u i 

u 2 

Un 


O vetor cujas componentes são todas iguais a zero é chamado vetor nulo e é denotado por 0. (O 
contexto deixará claro o número de componentes de 0.) 

A igualdade de vetores em R n e as operações de multiplicação por escalar e soma de vetores são 
definidas componente a componente, como em [R 2 . Essas operações sobre vetores têm as seguintes 
propriedades, que podem ser verificadas diretamente das propriedades correspondentes para os nú¬ 
meros reais. Veja o Problema Prático 1 e os Exercícios 33 e 34 ao final desta seção. 



Propriedades Algébricas de [R n 


Quaisquer que sejam u, v, w em IR" 

e quaisquer que sejam os escalares c e d: 

(i) u -P v = v 4- u 

(v) c(v -hw) = cv 4- c w 

(ii) (u + v) + w = u + (v + w) 

(vi) (c + d)\ = cv -f í/v 

(iii) u + 0 = 0 + u = u 

(vii) c(d\) = (cd)(\) 

(iv) u -I- (-u) = — u 4- u = 0 , 
em que —u denota (— 1 )u 

(viii) lv = V 


Para simplificar a notação, um vetor da forma u + (-1) v é denotado por u - v. A Figura 7 mostra 
u - v visto como a soma de u e -v. 

Combinações Lineares 


FIGURA 7 Subtração de vetores. Dados os vetores v 1 ,v 2 ,...,y em R n e dados os escalares c 19 c 2 ,..., c 9 o vetor y definido por 

y = C|V| +- h CpS p 

é denotado uma combinação linear de \ l9 ...,\ p com pesos c iv .., c p . A propriedade (ii) acima nos per¬ 
mite omitir os parênteses sempre que formarmos uma combinação linear. Os pesos de uma combina¬ 
ção linear podem ser quaisquer números reais, incluindo o zero. Por exemplo, algumas combinações 
lineares dos vetores v, e v 2 são 

\/3vi+v 2 , 5 v i (= 5 v i + 0v 2 ) e 0 (= ÜV| + 0v 2 ) 


EXEMPLO 4 A Figura 8 identifica algumas combinações lineares de V| = ^ ^ J e v 2 = 

(Observe os conjuntos de retas paralelas do reticulado traçadas por múltiplos inteiros de Vj e v 2 .) Faça 
uma estimativa das combinações lineares de v e v 2 que geram os vetores u e w. 
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FIGURA 9 


SOLUÇÃO A regra do paralelogramo mostra que u é a soma de 3\ x e -2v 2 , ou seja, 

u = 3vi — 2\ 2 

Essa expressão para u pode ser interpretada como instruções para chegar da origem até u ao longo 
de dois caminhos retilíneos. Primeiro, percorra 3 unidades na direção e sentido de \ l até 3v 1? depois 
percorra duas unidades na direção e sentido oposto de v 2 (a direção é paralela à reta que une v 2 à 
origem). Apesar de w não pertencer a nenhuma das retas traçadas, w aparenta estar a meio caminho 
entre dois pares das retas do reticulado, no vértice de um paralelogramo determinado por (5/2) Vj e 
(-1/2) v 2 . (Veja a Figura 9.) Assim, uma estimativa razoável para w é 

W = fvi - ±v 2 ■ 

O próximo exemplo faz a ligação entre um problema importante sobre combinações lineares e a 
questão fundamental de existênciaestudadanas Seções 1.1 e 1.2. 

. Determine se b pode ser gerado 

(ou escrito) como uma combinação linear de e a 2 . Em outras palavras, determine se existem pe¬ 
sos jCj e x 2 tais que 

*iai + x 2 a 2 = b (1) 

Se a equação vetorial (1) tiver solução, encontre-a. 

SOLUÇÃO Use as definições de multiplicação por escalar e de soma de vetores para reescrever a 
equação vetorial 



1 


" 2 “ 


7“ 

EXEMPLO 5 Sejam a } = 

-2 

a 2 = 

5 

e b = 

4 


-5 


6 


-3 



r 

-2 

+ x 2 

" 2 “ 

5 

=1 

[21 


-5 


6 


L -3 J 


t 

«i 


o que e o mesmo que 


X[ “ 


~2 x 2 " 


7" 

— 2 xi 

+ 

5X2 

= 

4 

—5xi 


6 x 2 


-3 


*1 + 2x 2 


7“ 

-2xi + 5x 2 

= 

4 

— 5*i + 6*2 


-3 


( 2 ) 


Os vetores à esquerda e à direita do sinal de igualdade em (2) são iguais se e somente se suas com¬ 
ponentes correspondentes forem iguais. Ou seja, x x e x 2 tomam a equação vetorial (1) verdadeira se 
e somente se x x e x 2 satisfizerem o sistema 


X\ + 2x 2 = 7 
—2jci -f 5 a* 2 = 4 
—5*i -I- 6 x 2 = —3 

Resolvemos esse sistema escalonando a matriz aumentada do sistema, como se segue : 11 


(3) 


1 2 

7" 


" 1 

2 

7“ 


" 1 

2 

7" 


"1 

0 

3" 

-2 5 

4 


0 

9 

18 


0 

1 

2 


0 

1 

2 

-5 6 

-3 


0 

16 

32 


0 

16 

32 


0 

0 

0 


A solução de (3) é Xj = 3 e x 2 = 2. Portanto, b é uma combinação linear de a, e a 2 , com pesos x x = 3 
e x 2 = 2. Ou seja, 

3 


1 “ 


2 “ 


7“ 

-2 

+ 2 

5 

= 

4 

-5 


6 


-3 


Note que os vetores originais a , a 2 , e b, no Exemplo 5, formam as colunas da matriz aumentada 
que foi escalonada: 


ll O símbolo ~ entre matrizes denota equivalência por linhas (Seção 1.2). 
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CAPÍTULO 1 


-5 6 —3 J 

t t t 

a, a 2 b 

Vamos escrever essa matriz de forma a ressaltar suas colunas, digamos, 

[a, a 2 b] (4) 

Está claro como se escreve a matriz aumentada imediatamente a partir da equação vetorial (1), sem 
ter de passar pelos passos intermediários do Exemplo 5. Basta colocar os vetores na ordem em que 
eles aparecem em (1) como colunas de uma matriz, como em (4). 

A discussão anterior pode ser com facilidade modificada de modo a estabelecer o seguinte fato 
fundamental. 


Uma equação vetorial 

AT)ai 4- x 2 a 2 H-h x n a tl = b 

tem o mesmo conjunto solução que o sistema linear cuja matriz aumentada é 

[a, a 2 ••• a„ b] ( 5 ) 

Em particular, b pode ser gerado por uma combinação linear de a j5 ..., a n se e somente se existir 
solução para o sistema linear correspondente à matriz (5). 


Uma das ideias-chave na álgebra linear é o estudo do conjunto de todos os vetores que podem ser 
gerados ou escritos como combinação linear de um conjunto fixo de vetores {v 1? ..., v }. 


DEFINIÇÃO 


Perguntar se um vetor b está em ^{x^ . v } significa perguntar se a equação vetorial 

*ivi 4- x 2 v 2 +-h xp\p = b 

tem solução ou, de forma equivalente, perguntar se o sistema linear cuja matriz aumentada é 
[x { ... b] tem solução. 

Observe que £{\ v ..., v p } contém todo múltiplo escalar de v l (por exemplo), já que cx Y = cx l + 
°v 2 + .. . 4- Ov^. Em particular, o vetor nulo pertence a X{v,,..., v }. 

Uma Descrição Geométrica de X{v} e X{u, v} 

Seja v um vetor não nulo do 0& 3 . Então X{v}éo conjunto de todos os múltiplos escalares de v e pode 
ser visualizado como o conjunto dos pontos na reta em 0& 3 contendo v e 0. Veja a Figura 10. 


Dados Vj, ...,x p em IR”, o conjunto de todas as combinações lineares de v p ..., v^ é denotado por 
££{Vj, v } e é chamado subconjunto de U n gerado por ...,v . Ou seja, ..., vj é a 
coleção de todos os vetores que podem ser escritos na forma 

CiVi + c 2 v 2 H-+ Cp\p 

com ...,c escalares. 

í’ 9 p 
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FIGURA 11 X{u, v) é um plano contendo a origem. 


Se u e v forem vetores não nulos em IR 3 e se v não for um múltiplo de u, então £{u, v} será o 
plano em (R 3 que contém os pontos u, v e 0. Em particular, X{u, v} contém a reta em W contendo u 
e 0 e a reta contendo v e 0. Veja a Figura 11. 


EXEMPLO6 Sejam ai = 

1 

-2 

, a 2 = 

5" 

-13 

e b = 

"-3“ 

8 


3 


-3 


1 


Então <S£{a l5 a 2 } é um pla¬ 


no em IR 3 contendo a origem. O vetor b pertence a esse plano? 

SOLUÇÃO A equação + * 2 a 2 = b tem solução? Para responder, escalonamos a matriz aumenta¬ 

da [a } a 2 b]: 


1 

5 

-3" 


" 1 

5 

-3" 


"1 

5 

-3" 

-2 

-13 

8 


0 

-3 

2 


0 

-3 

2 

3 

-3 

1 


0 

-18 

10 


0 

0 

-2 


A terceira equação é 0 = -2, o que mostra que o sistema não tem solução. A equação vetorial 
JtjUj -l- jc 2 a 2 = b não tem solução e, portanto, b não pertence a {a 1? a 2 }. ■ 


Combinações Lineares em Aplicações 

O último exemplo vai mostrar como múltiplos escalares e equações lineares podem surgir quando 
uma grandeza como o “custo” é quebrada em diversas categorias. O princípio básico para o exemplo 
diz respeito ao custo de se produzir diversas unidades de um artigo quando é conhecido o custo por 
unidade: 

j número ) (custo porj _ (custo) 

(de unidades) | unidade j j total j 


EXEMPLO 7 Uma empresa produz dois artigos. Para cada real faturado com o produto B, a 
empresa gasta R$0,45 com matéria-prima, RS0,25 com mão de obra e RS0,15 com as demais 
despesas. Para cada real do produto C, a empresa gasta R$0,40 com matéria-prima, R$0,30 com 
mão de obra e R$0,15 com as demais despesas. Sejam 



"0,45" 


"0,40“ 

b = 

0,25 

e c = 

0,30 


0,15 


0,15 


Então b e c representam o “custo por real de faturamento” para os dois produtos. 

a. Qual é a interpretação econômica que pode ser dada ao vetor 100b? 

b. Suponha que a empresa queira produzir x { reais do produto B e x 2 reais do produto C. Encontre 
um vetor que descreva os diferentes custos da empresa (para matéria-prima, mão de obra e de¬ 
mais custos). 


SOLUÇÃO 

a. Temos 



" 0,45 “ 


"45 

100b = 100 

0,25 

= 

25 


0,15 


15 
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CAPÍTULO 1 


O vetor 100b fornece os diferentes custos para se produzir R$100,00 do produto B, a saber, 
R$45,00 com matéria-prima, R$25,00 com mão de obra e R$15,00 com os demais custos, 
b. O custo para se produzir x l reais de B é dado pelo vetor JCjb, e o custo para se produzir x 2 reais 
de C é dado pelo vetor * 2 c. Portanto, o custo total de produção de ambos os produtos é dado pelo 
vetor Xjb + * 2 c. ■ 


PROBLEMAS PRÁTICOS 


1. Prove que u + v = v + u para todos os vetores u e v em IR". 

2. Para que valores de h o vetor y irá pertencer a X{v 1? v 2 , vj se 



1.3 EXERCÍCIOS 


Nos Exercícios 1 e 2, calcule u + v e u - 2v. 

— [5M-i] 

Nos Exercícios 3 e 4, represente graficamente os seguintes vetores no 
plano xy: u, v, -v, -2v, u + v,u-veu-2v. Note que u - v é o vértice 
de um paralelogramo cujos outros vértices são u, 0 e -v. 

3. u e v como no Exercício 1. 

4. u e v como no Exercício 2. 

Nos Exercícios 5 e 6 , obtenha um sistema de equações que seja equiva¬ 
lente à equação vetorial dada. 


5. X\ 

3" 

-2 

8 

+ *2 

5" 

0 

-9 

= 

2 “ 

-3 

8 

6 . x 1 1 

[-i] 

+ * 2 ^ 



Use a figura a seguir para escrever cada vetor listado nos Exercícios 7 
e 8 como combinação linear de u e v. Todo vetor em [R 2 é combinação 
linear de u e v? 



7. Os vetores a, b, c e d. 

8 . Os vetores w, x, y e z. 

Nos Exercícios 9 e 10, escreva uma equação vetorial que seja equivalente 
ao sistema de equações dado. 


*2 + 5*3 = 0 

10. 3*, 

- 2*2 + 4*3 = 3 

4*1 H- 6*2 — *3 = 0 

- 2 *, 

— 7*2 4- 5*3 = 1 

—*i -|- 3*2 - 8*3 = 0 

5*i 

-f 4*2 — 3*3 = 2 


Nos Exercícios 11 e 12, determine se b é combinação linear de a p a 2 e a 3 . 


11 . a, = 

1 

-2 

. a 2 = 

0 

1 

,a 3 = 

5 

-6 

. b = 

2 

-1 


0 


2 


8 


6 



1 


-2 


-6 


11 

12. a, = 

0 

a 2 = 

3 

. a 3 = 

7 

, b = 

-5 


1 


-2 


5 


9 


Nos Exercícios 13 e 14, determine se b é combinação linear dos vetores 
formados pelas colunas da matriz A. 



"1-4 2" 


3“ 

13. A = 

0 3 5 

, b = 

-7 


-2 8 —4_ 


_ -3 _ 


"10 5“ 


2 “ 

14. A = 

-2 1 -6 

, b = 

-1 


0 2 8 


6 



1 “ 


"-5“ 

15. Sejam ai = 

3 

-1 

,a 2 = 

-8 

2 

lor (ou valores) de h o vetor b perte 


1“ 


"- 2 “ 

16. Sejam v, = 

i 

1 

N> O 

___ 

, v 2 = 

1 

7 


e b = 


e y = 


3 

-5 

h 

)ger 

h 

-3 

-5 


• Para que va- 


. Para que valor 


(ou valores) de A o vetor y pertence ao plano gerado por Vj ev 2 ? 


Nos Exercícios 17 e 18, liste sete vetores pertencentes a <£{v p v 2 }. Para 
cada vetor, mostre os pesos usados em v, e v 2 para gerá-lo e dê suas três 
componentes. Não é preciso fazer sua representação geométrica. 



"3“ 


"-4“ 

17. v, = 

1 

2 

, v 2 = 

0 

1 


18. v, = 

1 “ 
1 

. v 2 = 

" _2 " 
3 


-2 


0 


19 . 


Descreva geometricamente X{v,, v 2 } para os vetores v, = 


12 

3 

-9 



e 


20. Descreva geometricamente v 2 } para os vetores do Exercí¬ 
cio 18. 


21 . 


22 . 


Sejam u = ^ j e v = ^ j Mostre que |~^ JpertenceaX{u,v} 

quaisquer que sejam h e k. 


Construa uma matriz A 3x3 com elementos diferentes de zero e 
um vetor b em IR 3 tal que b não pertença ao espaço gerado pelas 
colunas de A. 
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Nos Exercícios 23 e 24, marque cada afirmação como Verdadeira ou Fal¬ 
sa. Justifique sua resposta. 


23. a. Outra notação para o vetor 


[i]* 


é [-4 3]. 


b. Os pontos no plano correspondentes 




estão em 


uma mesma reta contendo a origem. 

c. Um exemplo de uma combinação linear dos vetores \ [ e\ 2 é^\ v 

d. O conjunto solução de um sistema linear cuja matriz aumentada 
é [a, a 2 a 3 b] é idêntico ao conjunto solução da equação x [ a [ + 

*2 a 2 + *3 a 3 = b 

e. O conjunto X{u, v} é sempre visualizado como um plano con¬ 
tendo a origem. 


24. a. Quando u e v são vetores não nulos, X{u, v} contém apenas a 
reta determinada por u e 0 e a reta determinada por v e 0. 

b. Qualquer lista de cinco números reais é um vetor em [R 5 . 

c. Perguntar se um sistema linear cuja matriz aumentada é 
[a, a 2 a 3 b] tem uma solução é o mesmo que perguntar se b per¬ 
tence a <£{a p a 2 , a 3 }. 

d. O vetor v resulta quando um vetor u-vé somado ao vetor v. 

e. Os pesos c p ..., c em uma combinação linear C ,V, + ...+ C V 
não podem ser toáos nulos. 


25. 


26. 


27. 



1 

0 -4 


4“ 


Sejam A = 

i 

1 

IO o 

3 -2 

6 3 

e b = 

1 

-4 

. Denote as colunas 


de A por a p a 2 , a 3 e seja W = «£{a,, a^ a 3 }. 

a. O vetor b pertence a {a p a^, a 3 }? Quantos vetores pertencem a 

( a i> a 2> a 3 } ? 

b. O vetor b pertence a Quantos vetores pertencem a W1 

c. Mostre que a ( pertence a W. [Sugestão: Operações nas linhas 
são desnecessárias.] 


Sejam A = 


2 0 

6" 


"10" 

-1 8 

5 

e b = 

3 

1 -2 

1 


7 


. Seja W o conjunto de 


todas as combinações lineares das colunas de A. 


a. O vetor b pertence a W1 


b. Mostre que a segunda coluna de A pertence a W. 

Uma empresa de mineração tem duas minas. Um dia de funciona¬ 
mento da mina n Q 1 produz uma quantidade de minério que contém 
30 toneladas de cobre e 600 quilos de prata, ao passo que um dia 
de funcionamento da mina n Q 2 produz uma quantidade de miné¬ 
rio que contém 40 toneladas de cobre e 380 quilos de prata. Sejam 


V| 


r 3 °i 

r 40 1 

M e H 

— i 

o 

oc 

_i 


. Então v ( ev 2 representam a “produ¬ 


ção diária” das minas n e 1 e n õ 2, respectivamente. 

a. Que interpretação física pode ser dada ao vetor 5Vj? 

b. Suponha que a empresa opere a mina n Q 1 durante jCj dias, e a 
mina n s 2 durante x 2 dias. Obtenha uma equação vetorial cujas 
soluções forneçam o número de dias que cada mina deve fun¬ 
cionar de modo a produzir 240 toneladas de cobre e 2.824 quilos 
de prata. Não resolva a equação. 

c. [M] Resolva a equação obtida em (b). 

28. Uma usina de calor queima dois tipos de carvão: antracito (A) e 
betuminoso (B). Para cada tonelada queimada de A, a usina pro¬ 
duz 27,6 milhões de BTU de calor, 3.100 gramas (g) de dióxido 
de enxofre e 250 g de resíduos sólidos (poluentes em forma de 
partículas). Para cada tonelada queimada de B, a usina produz 
30,2 milhões de BTU, 6.400 g de dióxido de enxofre e 360 g de 
resíduos sólidos. 


a. Qual é a quantidade de calor que a usina produz quando ela 
queima x x toneladas de A e x 2 toneladas de B? 

b. Suponha que a produção total da usina seja descrita por um ve¬ 
tor que lista as quantidades de calor, de dióxido de enxofre e de 
resíduos sólidos. Expresse essa produção total como uma com¬ 


binação linear de dois vetores, supondo que a usina queime x x 
toneladas de A e x 2 toneladas de B. 

c. [M] Suponha que, ao longo de certo período, a usina produziu 
162 milhões de BTU de calor, 23.610 g de dióxido de enxofre 
e 1.623 g de resíduos sólidos. Determine quantas toneladas de 
cada tipo de carvão a usina precisou queimar. Inclua uma equa¬ 
ção vetorial como parte de sua solução. 

29. Sejam v p ..., v* pontos em IR 3 e suponha que, para j - 1,..., k, um 
objeto de massa m. esteja localizado no ponto v. Os físicos chamam 
a esses objetos massas pontuais. Amassa total do sistema de massas 
pontuais é 

m = m i H-t- m* 

O centro de gravidade (ou centro de massa) do sistema é 

v = —[m,v, -|-+ m*v*] 

m 

Calcule o centro de gravidade do sistema que consiste nas seguintes 
massas pontuais (veja a figura): 


Ponto 

Massa 

Vl 

= (2; —2; 4) 

4g 

V 2 

= (—4; 2; 3) 

2g 

V 3 

= (4; 0; -2) 

3g 

V 4 

= (1; —6;0) 

5g 


*3 



30. Seja v o centro de massa de um sistema de massas pontuais loca¬ 
lizadas emVj, ..., v^ como no Exercício 29. O vetor v pertence a 
^{Vj,..., vj? Explique. 

31. Uma placa triangular fina de densidade e espessura uniformes tem 
vértices em = (0, 1), v 2 = (8, 1) e v 3 = (2, 4), como na figura a 
seguir, e a massa da placa é 3 g. 


4- 


Placa de Metal 


H-1-fr 


H-1— 


a. Encontre as coordenadas (x, y) do centro de massa da placa. Esse 
“ponto de equilíbrio” da placa coincide com o centro de massa 
de três massas pontuais de 1 grama localizadas nos vértices da 
placa. 

b. Determine como distribuir uma massa adicional de 6 g em 
todos os três vértices da placa para mover o ponto de equilí¬ 
brio da placa para o ponto (2, 2). [Sugestão: Denote por w ]} 
w 2 e w 3 as massas adicionais em cada vértice, de modo que 
W\ + w 2 + w 3 = 6.] 

32. Considere os vetores v p v 2 , v 3 e b em IR 2 ilustrados na figura. A 
equação x l \ l + jc 2 v 2 + jc 3 v 3 = b tem solução? Essa solução é única? 
Use a figura para explicar suas respostas. 
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*2 



33. Useos vetoresu = (« 1 ,...,w m ), v = (Vj, ...,vjew = (w 1 ,..., wjpara 
verificar as seguintes propriedades algébricas de IR". 

a. (u + v) + w = u + (v + w) 

b. c(v + w) = cy + cw para cada escalar c 

34. Use o vetor v = (v p ..., v w ) para verificar as seguintes propriedades 
algébricas de IR”. 

a. v + (- v) = (- v) + v = 0 

b. c{d\) = (i cd) v para todos os escalares cg d 


SOLUÇÕES DOS PROBLEMAS PRÁTICOS 


1. Tome vetores arbitrários u = (u v ..w w ) e v = (v p .. v n ) em IR" e calcule 

u-f v = (mj . u„ + v„) Definição da soma de vetores 

= (ü| + U\ . v» + u n ) Comutatividadc da soma cm R 

= v|u Definição da soma de vetores 


h-9 


h = 5 


ÍVi, v 2 , V 3 } 


V 3 
h — 1 


2. O vetor y pertence a v 2 , v 3 } se e somente se existirem escalares x l9 x 2 , x 3 tais que 



1 


5 


-3 


-4 

Xi 

-1 

+ A'2 

-4 

+ *3 

1 

= 

3 


-2 


-7 


0 


h 


Essa equação vetorial é equivalente a um sistema linear de três equações e três incógnitas. Es¬ 
calonando a matriz aumentada para esse sistema, encontramos 


Os pontos 




1 5 

-3 

-4" 


~ 1 

5 -3 

-4 


"1 

5 

-3 -4 

--4" 


-1 -4 

1 

3 


0 

1 -2 

-1 


0 

1 

-2 -1 

3 

h 

pertencem a uma 

-2 -7 

0 

h 


0 

3 -6 

h- 8 


0 

0 

0 h-5 


reto que intersecta o plano quando Esse sistema é consistente se e somente se não existir pivô na quarta coluna. Ou seja, h - 5 pre¬ 

cisa ser igual a 0. Portanto, y pertence a £{\ { , v 2 , v 3 } se e somente se h = 5. 


Lembre-se: A presença de uma variável livre em um sistema não garante que o sistema seja 
consistente. 


1.4 


A EQUAÇÃO MATRICIAL Ax = b 


Uma ideia fundamental em álgebra linear é ver uma combinação linear de vetores como um produto 
de uma matriz com um vetor. A definição a seguir nos permitirá reescrever alguns dos conceitos da 
Seção 1.3 de novas formas. 


DEFINIÇÃO 


Se A for uma matriz m x n com colunas a 1? ..., e se x pertencer a IR", então o produto de A e 
x, denotado por Ax, será a combinação linear das colunas de A usando as componentes cor¬ 
respondentes de x como pesos, ou seja, 


Ax — [ai 



= *iai +x 2 a 2 +•*• + */»»„ 


Note que Ax só é definido se o número de colunas de A for igual ao número de componentes de x. 


EXEMPLO 1 




■[í] + [-«i*[í]-[í] 


2-3“ 

Tal 

2“ 


"-3“ 


8“ 


"-21“ 


“-13“ 

8 0 

I 7 = 1 * * 4 

8 

+ 7 

0 

= 

32 

+ 

0 

= 

32 

-5 2 

L 7 J 

-5 


2 


-20 


14 


-6 
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EXEMPLO 2 Para v 1# v 2 , v 3 em R m , escreva a combinação linear 3Vj - 5v 2 + 7v 3 como o produto de 
uma matriz por um vetor. 

SOLUÇÃO Coloque v v 2 ,v 3 nas colunas de uma matriz A e coloque os pesos 3, -5 e 7 em um vetor x: 


3vi - 5 v 2 + 7v 3 = [vi v 2 v 3 ] 



Na Seção 1.3, aprendemos a escrever um sistema de equações lineares como uma equação vetorial 
envolvendo uma combinação linear de vetores. Por exemplo, sabemos que o sistema 

*| + 2x 2 -* 3=4 
— 5*2 4 - 3*3 = 1 

é equivalente a 

*‘[í] + * 2 [- 5 ] + * 3 [- 3 ] 

Como no Exemplo 2, podemos escrever a combinação linear à esquerda do sinal de igualdade como 
o produto de uma matriz por um vetor, de modo que (2) se toma 



A equação (3) tem a forma Ax = b. Tal equação é denominada uma equação matricial, para dis¬ 
tingui-la de uma equação vetorial como a que é dada em (2). 

Observe como a matriz em (3) é simplesmente a matriz de coeficientes do sistema (1). Cálculos 
análogos mostram que qualquer sistema de equações lineares, ou qualquer equação vetorial como 
em (2), pode ser escrito como uma equação matricial equivalente da forma Ax = b. Essa observação 
simples será usada várias vezes ao longo do livro. 

Eis aqui o resultado formal. 



TEOREMA 3 


Se A for uma matriz m x n com colunas a ,..a e se b pertencer a (R m , a equação matricial 

Ax = b (4) 

terá o mesmo conjunto solução que a equação vetorial 

x.a. +*a + ...+* a =b (5) 

112 2 n n v ' 

que, por sua vez, terá o mesmo conjunto solução que o sistema de equações lineares cuja matriz 
aumentada será 

[a, a 2 ... a„ b] (6) 


O Teorema 3 fornece uma ferramenta poderosa para se desenvolver a intuição a respeito de pro¬ 
blemas em álgebra linear, porque, agora, podemos ver um sistema de equações lineares de formas 
diferentes, porém equivalentes: como uma equação matricial, como uma equação vetorial ou um sis¬ 
tema de equações lineares. Quando montamos um modelo matemático para um problema real, esta¬ 
mos livres para escolher o ponto de vista mais natural. E, depois, podemos mudar de uma formulação 
do problema para outra, sempre que for conveniente. Em qualquer caso, a equação matricial (4), a 
equação vetorial (5) e o sistema de equações são todos resolvidos da mesma forma — escalonando a 
matriz aumentada (6). Outros métodos de resolução serão discutidos posteriormente. 


Existência de Soluções 

A definição de Ax leva direto ao seguinte fato útil. 


A equação Ax = b tem solução se e somente se b for uma combinação linear das colunas de A. 


Na Seção 1.3, consideramos o seguinte problema de existência: “b pertence a X{a 1? ..., aj?” De 
modo equivalente: “Ax = b é consistente?” Um problema de existência mais difícil é determinar se a 
equação Ax = b é possível para todas as escolhas possíveis de b. 
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FIGURA 1 As colunas de A = 
a 2 a 3 ] geram um plano contendo 
a origem. 


TEOREMA 4 


EXEMPLO 3 Sejam A 


1 

3 

4“ 


b\ 

-4 

-3 

2 

-2 

-6 

-7 

e b = 

b 2 

>_ 


. A equação Ax = b é consistente para to¬ 


das as escolhas de b l9 b 2 , b 3 ? 


SOLUÇÃO Escalone a matriz aumentada de Ax = b: 


1 

3 

4 

b\ " 


1 

3 

4 

b\ 


-4 

2 

-6 

b*> 


0 

14 

10 

b 2 + 4 b\ 


-3 

-2 

-7 

*3_ 


_0 

7 

5 

63 + 3/>i _ 







" 1 

3 

4 


b, 






0 

14 

10 

b 2 

+ 46, 






0 

0 

0 

Z ?3 + 3Z?i - 

-\{b 2 + Ab,) 


O terceiro elemento da quarta coluna é b x - ^b 2 + b y A equação Ax = b não é possível para todo b 
porque algumas escolhas de b tomam b x -jb 2 + ò 3 não nulo. ■ 


A matriz escalonada no Exemplo 3 fornece uma descrição de todos os b para os quais a equação 
Ax = b é consistente: as componentes de b devem satisfazer 

b\ — ^b 2 4 - 63 = 0 

Essa é a equação de um plano em R 3 contendo a origem. O plano é o conjunto de todas as combina¬ 
ções lineares das três colunas de A. Veja a Figura 1. 

A equação Ax = b no Exemplo 3 não é possível para todo b, porque a forma escalonada de A tem 
uma linha só de zeros. Se A tivesse um pivô em todas as três linhas, não teríamos de nos preocupar 
com os cálculos da última coluna da matriz aumentada, porque, nesse caso, qualquer forma escalo¬ 
nada da matriz aumentada não poderia ter uma linha do tipo [0 0 0 1]. 

No próximo teorema, quando dizemos que “as colunas de A geram o R m ’\ significa que 
todo b em IR™ é uma combinação linear das colunas de A. Em geral, um conjunto de vetores 
{Vj,.. .,v } em R m gera R m se todo vetor em R m for uma combinação linear de v p ..., v , ou seja, se 


Seja A uma matriz m * n. Então as seguintes afirmações são logicamente equivalentes. Em outras 
palavras, para uma matriz qualquer A, todas as afirmações são verdadeiras ou todas são 
falsas. 

a. Para cada b em R m , a equação ^4x = b tem solução. 

b. Cada b em R m é uma combinação linear das colunas de A. 

c. As colunas de A geram (R m . 

d. Cada linha de A tem uma posição de pivô. 


O Teorema 4 é um dos mais úteis deste capítulo. As afirmações (a), (b) e (c) são equivalentes por 
causa da definição de Ax e do significado de um conjunto de vetores gerar R m . A discussão após o 
Exemplo 3 sugere por que (a) e (d) são equivalentes; uma demonstração é dada ao final desta seção. 
Os exercícios fornecerão exemplos de como o Teorema 4 é utilizado. 

Cuidado: O Teorema 4 diz respeito a uma matriz de coeficientes , e não a uma matriz aumentada. 
Se uma matriz aumentada [A b] tiver posição de pivô em cada linha, então a equação Ax = b poderá 
ou não ser consistente. 


O Cálculo de Ax 

Os cálculos no Exemplo 1 foram baseados na definição do produto de uma matriz A com um vetor x. 
O exemplo simples que se segue levará a um método mais eficiente para se calcular as componentes 
de Ax quando for preciso desenvolver um problema de forma manual. 



2 

3 

4“ 


"a-, 

EXEMPLO 4 Calcule Ax , em que A = 

-1 

5 

-3 

c x = 

*2 


6 

-2 

8 


a 3 
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SOLUÇÃO Da definição, 


2 3 4 

-1 5 -3 

1 

—1 CM 
* * 

1 _ 

= X | 

2 

-1 

+ X 2 

t/l u> 

+ *3 

4 

-3 

6-2 8 

*3 


6 


-2 


8 


2x\ 


3a'2 


4X3 “ 

- x 1 

+ 

5X2 

+ 

—3X3 

6x\ 


— 2 X 2 


8 x 3 


2x\ -P 3x 2 H~ 4x3 

—JCi + 5X2 “ 3jc3 

6x\ — 2x 2 + 8 x 3 


A primeira componente do produto Ax é uma soma de produtos (às vezes chamada produto escalar) 
da primeira linha de A com as componentes de x: 


"2 3 4“ 

"x, “ 


2xi 4- 3x2 4- 4x3 


X 2 

= 



_*3_ 




Essa matriz mostra como calcular a primeira componente de Ax direto, sem ter de escrever todos os 
cálculos mostrados em (7). Analogamente, a segunda componente de Ax pode ser calculada de ime¬ 
diato multiplicando-se os elementos da segunda linha de A pelas componentes correspondentes de x 
e, depois, somando-se esses produtos: 



"xi" 



-1 5 -3 

X 2 

= 

—X| + 5X2 — 3X3 


_*3_ 




Da mesma forma, a terceira componente de Ax pode ser calculada a partir da terceira coluna de A e 
das componentes de x. ■ 


Regra para Calcular Ax 

Se o produto Ax estiver definido, então a z-ésima componente de Ax será a soma dos produtos 
dos elementos da linha i de A com as componentes correspondentes do vetor x. 


EXEMPLO 5 


1 -4 + 2- 3 +(—1)*7~| _ [3] 
0 - 4 -h (—5) . 3 -h 3 * 7 J L 6 J 



2 

-3" 

Tá 

n 

~ 2 • 

4 + (—3) • 7 ~ 



-13“ 

b. 

8 

0 

r 7 

= 


8 • 4 + 0 • 7 

= 


32 


_ —5 

2 _ 

L' 

j 


5) • 4 + 2 • 7 



-6 _ 


"1 

0 

0" 

r 


1 -r + 0-5 + 0- 

t ~ 

- 

c. 

0 

1 

0 

s 

= 

0 • r 4- 1-J + 0- 

t 

= 


0 

0 

1 

t 


0 • r + 0 • s + 1 • 

t 



Por definição, a matriz no Exemplo 5(c), com todos os elementos na diagonal iguais ale todos 
os outros elementos iguais a 0, é chamada matriz identidade e denotada por I. O cálculo no item (c) 
mostra que Ix = x para todo x em il 3 . Existe uma matriz n x n análoga, escrita algumas vezes como 
l n . Como no item (c), Ix = x para todo x em [R rt . 



Propriedades do Produto Ax de Matriz com Vetor 

Os fatos do próximo teorema são importantes e serão usados no decorrer do livro. A demonstração 
está baseada na definição de Ax e nas propriedades algébricas de R n . 


TEOREMA 5 


Se A for uma matriz m x n, u e v forem vetores em IR" e c for um escalar, então: 

a. /l(u -I- v) = Au + Av\ 

b. A(c\) = c(A\). 
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CAPÍTULO 1 


DEMONSTRAÇÃO Para simplificar, vamos considerar n = 3, Á = [a, a 2 aj c u, v em R\ (À demons¬ 
tração no caso geral é análoga.) Para í = 1, 2, 3, sejam u c v as í-ésimas componentes dc u c v, res- 
pcctivamente, Para provar a afirmação (a), calculamos Á {u + v) como uma combinação linear das 
colunas dc A, usando como pesos as componentes dc u + v. 


A(u + v) = [a, 




■l] 


W| + V\ 
U 2 + Vj 
Uj H- 


= (íl i + + í u 2 + + 0*3 + 

t_1_1 


Componentes de u. + v 
Colunas dc A 


= (lljai + MiBj + l/.iBj) + (l’ t a| + Vj *2 + WjBj) 
= Au + Av 


Para provar a afirmação (b) ? calculamos A(cv) como uma combinação linear das colunas de^i, usando 
as componentes de cv como pesos. 


4(cv)^|A| H; Ôi] 


cv | 
CV2 


= (cv t ) a 9 + (cv 2 )aj + (n jHii 


. CV* J 

= i 1 c(via 3 > 

= C(V|B] + l + Tjítji) 

= C<4v) H 


-COMENTÁRIOS NUMÉRICOS- 

Para otimizar um algoritmo computacional que calcule Ax, a sequência dc cálculos deve en¬ 
volver dados armazenados em locais dc memória contíguos. Os algoritmos profissionais mais 
usados para cálculos com matrizes estão escritos cm Fortran, linguagem que armazena uma 
matriz como um conjunto dc colunas. Esses algoritmos calculam Ax como uma combinação 
linear das colunas de A. Ao contrário, se um programa estiver escrito na linguagem popular 
C, que armazena, matrizes por linhas, Ax deverá ser calculado pela regra alternativa que utili¬ 
za as linhas dc A . 


DEMONSTRAÇÃO DO TEOREMA 4 Como foi observado depois do enunciado do Teorema 4, as 
afirmações (a), (b) e (c) são logicamente equivalentes. Para completar a demonstração, basta mostrar 
(para uma matriz arbitrária A) que (a) e (d) são ambas verdadeiras ou ambas falsas. Isto mostrará a 
equivalência das quatro afirmações. 

Seja £/ uma forma escalonada de À. Dado b em podemos escalonar a matriz aumentada [A b] 
até a matriz aumentada [E/d] para algum d em 

[A b|-— [t/ d] 

Se a afirmação (d) for verdadeira, então cada linha de U conterá uma posição dc pivô, e não poderá 
haver pivô na última coluna da matriz aumentada. Assim, Ax = b tem solução para qualquer b e (a) é 
verdadeira, Sc (d) for falsa, a última linha de C/só terá elementos iguais a zero. Seja d qualquer vetor 
que tenha um elemento igual a 1 na sua última componente. Então [U d] representa um sistema in¬ 
consistente. Como as operações elementares são reversíveis, [E/d] pode ser transformada em [A b]. 
O novo sistema Ax = b também é impossível e (a) é falsa. ■ 


PROBLEMAS PRÁTICOS 


1. Sejam A — 


I 5 -2 0 

-3 1 9 -5 

4 -8 -1 7 



3" 




-2 


-7 

, p = 

Ü 

e b = 

9 

0 

r; 

—4 




. Pode-se mostrar que p é uma 


solução doAx = b. Use esse fato para exibir b como uma combinação linear das colunas de A. 


2. Sejam A — 


1 J' U “ 

lando A(u + v) ezhi +A\. 


4 

-1 


-[iJ 


Verifique o Teorema 5(a) nesse caso calcu- 
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1.4 EXERCÍCIOS 


Calcule os produtos nos Exercícios 1 a 4 usando: (a) a definição, como no 
Exemplo 1, e (b) a regra para o cálculo de Ax. Se um produto não estiver 
definido, explique por quê. 



Nos Exercícios 5 a 8 , use a definição de Ax para escrever a equação ma¬ 
tricial como uma equação vetorial ou vice-versa. 


5. 



2 

-3 


-3 

1 




15. Sejam <4 = |^_^ * J c b = j^ 1 J. Mostre que a equação 

Ax = b não tem solução para todo os b possíveis e descreva o con¬ 
junto de todos os b para os quais Ax = b tem solução. 

16. Repita o Exercício 15 com 


A = 

1 -2 

-2 2 

- 1 “ 

0 

e b = 

"*r 

b 2 


4 -1 

3 


b ., 


Os Exercícios 17 a 20 referem-se às matrizes A e B a seguir. Faça cál¬ 
culos apropriados para justificar suas respostas e mencione um teorema 
adequado. 


1 

3 

0 

3“ 


" 1 

4 

1 

2 “ 

-1 

-1 

-1 

1 

B = 

0 

1 

3 

-4 

0 

-4 

2 

-8 

0 

2 

6 

7 

2 

0 

3 

-1 


2 

9 

5 

-7 


6 . 


2 

3 

8 

-2 



- 21 “ 

1 

-49 

11 



4 


-5 


7 


6 

7. x, 

-1 

7 

+ X 2 

3 

-5 

4- *3 

-8 

0 

= 

-8 

0 


-4 


1 


2 


-7 

8. Z] 

:-<] 

+ z 2 [ 

K? 

4- 

r 1 

rj- n 

1 

N? 

4- 

1 1 

— vi 

1 

KJ O 
» ■ 

II 


Nos Exercícios 9 e 10, escreva o sistema primeiro como uma equação 
vetorial e depois como uma equação matricial. 

9. 5jci 4- *2 — 3*3 = 8 10. 4*1 — x 2 = 8 

2jc 2 + 4.v 3 =0 5x 1 + 3jc 2 = 2 

3xi — a' 2 = 1 


Dados Ac b nos Exercícios 11 e 12, escreva a matriz aumentada do sis¬ 
tema que corresponde à equação matricial Ax = b. Depois, resolva o sis¬ 
tema e escreva a solução como um vetor. 


1 3-4" 


“- 2 “ 

1 5 2 

. b = 

4 

_ —3 -7 6 _ 


- l2 _ 

1 2 - 1 “ 


1 “ 

-3 -4 2 

, b = 

2 

5 2 3 


-3 


13. Sejam u = 

" 0 " 

4 

e A = 

3 -5“ 
-2 6 


4 


1 1 


. O vetor u pertence ao plano 


em IR 3 gerado pelas colunas de A? (Veja a figura.) Por quê? 



Plano gerado pelas 
colunas de A. 


14. Sejam u = 

4" 

-1 

e A = 

"2 

0 

5 -1“ 
1 -1 


4 


1 

2 0 


. O vetor u pertence ao 
subconjunto de IR 3 gerado pelas colunas d c Al Por quê? 


17. Quantas linhas de A contêm uma posição de pivô? A equação Ax = 
b tem solução para todo b em IR 4 ? 

18. Todo vetor em IR 4 pode ser escrito como uma combinação linear das 
colunas da matriz Bl As colunas da matriz B geram IR 3 ? 

19. Todo vetor em IR 4 pode ser escrito como uma combinação linear das 
colunas da matriz ^4? As colunas da matriz A geram IR 4 ? 


20. As colunas da matriz B geram IR 4 ? A equação Bx = y tem solução 
para todo y em IR 4 ? 


• { V 1- V 2> V 3 } 



1 “ 


0 " 


1 “ 


0 


-1 


0 

21. Sejam V| = 

-1 

, v 2 = 

0 

, V 3 = 

0 


0 


1 _ 


-1 _ 

geram IR 4 ? Por quê? 





0“ 


0’ 


4’ 

22. Sejam v, = 

0 

, V 2 = 

-3 

, v 3 = 

-2 


-3 


9 


-6 


{v„ V 2 , v 3 } 


geram IR 3 ? Por quê? 


Nos Exercícios 23 e 24, classifique cada afirmação como Verdadeira ou 
Falsa. Justifique cada resposta. 


23. a. A equação Ax = b é conhecida como uma equação vetorial. 

b. Um vetor b é uma combinação linear das colunas dc uma matriz A 
se e somente se a equação Ax = b tiver pelo menos uma solução. 

c. A equação Ax = b é consistente se a matriz aumentada [A b] tiver 
uma posição de pivô em cada linha. 

d. A primeira componente do produto Ax é uma soma de produtos. 

e. Se as colunas de uma matriz A mxn gerarem o IR m , então a 
equação Ax = b será consistente para todo b em IR m . 

f. Se A for uma matriz m x n e se a equação Ax = b for inconsis¬ 
tente para algum b em IR W , então A não poderá ter uma posição 
de pivô em cada linha. 

24. a. Toda equação matricial Ax = b corresponde a uma equação ve¬ 

torial que tem o mesmo conjunto solução. 

b. Se a equação ^4x = b for consistente, então b estará no conjunto 
gerado pelas colunas de A. 

c. Toda combinação linear de vetores sempre pode ser escrita na 
forma Ax para alguma matriz A e algum vetor x. 

d. Se a matriz de coeficientes A tiver uma posição de pivô em cada 
linha, então a equação Ax = b será inconsistente. 

e. O conjunto solução de um sistema linear cuja matriz aumentada é 
[a [ a 2 a 3 b] é igual ao conjunto solução de ^4x = b, se A = [a t a 2 aj. 

f. Se A for uma matriz mxn cujas colunas não geram IR" 7 , então a 
equação ^4x = b será consistente para todo b em R m . 


This document is available free 


of charge on StUDOCU.COm 


Baixado por Carlos Eduardo Pedroso Milleto (eduardomilleto478@gmail.com) 




































































34 CAPÍTULO 1 


25. Note que 

4 

5 

-3 

-2 

1 “ 

5 

~-3" 

-1 


7“ 

—3 


-6 

2 

-3 

2 


10 


. Use esse fato (sem 
operação por linhas) para encontrar escalares c l9 c 2 , c 3 tais que 


-7 


4 


-3 


1 

-3 

= C\ 

5 

+ c 2 

-2 

+ £3 

5 

10 


-6 


2 


-3 


26. Sejam u = 

’7" 

2 

, v = 

"3“ 

1 

e w = 

"5“ 

1 


5 


3 


1 


. Pode-se mostrar que 


2u - 3v - w = 0. Use esse fato (sem operações por linhas) para en- 

'7 3' 

2 1 
5 3 


contrarXj e x 2 que satisfazem a equação 


bl- 

"5" 

1 

L X *J 

1 


27. 


Reescreva a equação matricial (numérica) a seguir de forma simbó¬ 
lica como uma equação vetorial usando os símbolos v,, v 2 ,... para 
os vetores e c,, c v ... para os escalares. Defina o que cada símbolo 
representa usando os dados da equação matricial. 

"-3" 



5-497] 
8 1 -2 —4 J 


1 

2 

-1 



28. Suponha que q , q 2 , q 3 e v representem vetores em R 5 e jc , jc 2 , jc 3 
denotem escalares. Escreva a equação vetorial a seguir como uma 
equação matricial. Identifique os símbolos usados. 

*iqi + x 2 q 2 + = v 

29. Construa uma matriz 3x3, que não esteja em forma escalonada, 
cujas colunas geram [R 3 . Mostre que a matriz que você construiu 
tem a propriedade desejada. 

30. Construa uma matriz 3x3, que não esteja em forma escalonada, 
cujas colunas não geram IR 3 . Mostre que a matriz que você construiu 
tem a propriedade desejada. 

31. Seja A uma matriz 3x2. Explique por que a equação Ax = b não pode 
ser consistente para todo b cm IR 3 . Generalize seu argumento para o 
caso de uma matriz A arbitrária com mais linhas do que colunas. 

32. Um conjunto de três vetores em [R 4 pode gerar todo o [R 4 ? Explique. 
E um conjunto de n vetores em IR m quando n é menor do que ml 


33. Suponha que A seja uma matriz 4 x 3 e b seja um vetor em [R 4 com 
a propriedade de que Ax = b tenha uma única solução. O que você 
pode dizer sobre a forma escalonada reduzida de Al Justifique sua 
resposta. 

34. Seja A uma matriz 3x4, sejam v e v 2 vetores em IR 3 e w = v + v . 
Suponha que existam vetores u ] e u 2 em R 4 tais que v = A\i { e v 2 = 
Au 2 . Que fato permite concluir que o sistema Ax = w é consistente? 
(Obs.: Uj e u 2 denotam vetores, não componentes escalares de ve¬ 
tores.) 

35. Seja A uma matriz 5x3, seja y um vetor em R 3 e z um vetor em 
R 5 . Suponha que ^4y = z. Que fato permite concluir que o sistema 
^4y = 5z é consistente? 

36. Suponha que A seja uma matriz 4 x 4 e b seja um vetor em IR 4 com 
a propriedade de que v4x = b tenha uma única solução. Explique por 
que as colunas de A têm de gerar R 4 . 


[M] Nos Exercícios 37 a 40, determine se as colunas da matriz geram 
R 4 . 



8 

2 

4 

7 


41. [M] Encontre uma coluna da matriz no Exercício 39 que possa 
ser omitida e, mesmo assim, as colunas restantes da matriz ainda 
gerem R 4 . 

42. [M] Encontre uma coluna da matriz do Exercício 40 que possa ser 
omitida e, mesmo assim, as colunas restantes da matriz ainda gerem 
R 4 . É possível omitir mais de uma coluna? 


WEB 


SOLUÇÕES DOS PROBLEMAS PRÁTICOS 
1. A equação matricial 



é equivalente à equação vetorial 



1 


5 


-2 


0 


-7 

3 

-3 

-2 

1 

+ 0 

9 

-4 

-5 

= 

9 


4 


-8 


-1 


7 


0 


que expressa b como uma combinação linear das colunas de A. 

‘ ■♦'-[-fMlHJ] 

—[3 ?][-:]♦[? í][l] 

-[«]♦["]-[”] 
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CONJUNTOS SOLUÇÃO DE SISTEMAS LINEARES 


Os conjuntos solução de sistemas lineares são objetos de estudo importantes na álgebra linear. Eles 
aparecerão mais tarde em diversos contextos. Esta seção usa a notação vetorial para dar uma descri¬ 
ção explícita e geométrica desses conjuntos solução. 


Sistemas Lineares Homogêneos 

Um sistema linear é homogêneo se ele puder ser escrito na forma Ax = 0, em que A é uma matriz m x 
n e 0 é o vetor nulo em [R m . Um sistema do tipo Ax = 0 sempre tem pelo menos uma solução, a saber, 
x = 0 (o vetor nulo em (R M ). Essa solução nula costuma ser chamada solução trivial. Para uma equa¬ 
ção do tipo ^4x = 0, a pergunta importante é se existe uma solução não trivial, ou seja, um vetor não 
nulo x que satisfaça ^4x = 0. O Teorema de Existência e Unicidade na Seção 1.2 (Teorema 2) implica 
imediatamente o seguinte fato. 


A equação homogênea Ax = 0 tem solução não trivial se e somente se a equação tiver pelo menos 
uma variável livre. 


EXEMPLO 1 Determine se o sistema linear homogêneo a seguir admite solução não trivial. Depois, 
descreva o conjunto solução. 

3*i -1- 5 a'2 — 4a*3 = 0 
— 3x i — 2*2 + 4.V3 = 0 
6*i -h JC2 — 8x3 = 0 

SOLUÇÃO Seja A a matriz de coeficientes do sistema e escalone a matriz aumentada [A 0]: 


3 

5 

-4 

0" 


“3 

5 

-4 

0 


“3 

5 

-4 

0" 

-3 

-2 

4 

0 


0 

3 

0 

0 


0 

3 

0 

0 

6 

1 

-8 

0 


0 

-9 

0 

0 


0 

0 

0 

0 



Como x 3 é uma variável livre, ^4x = 0 admite soluções não triviais (uma para cada escolha de x 3 ). Para des¬ 
crever o conjunto solução, prossiga no escalonamento de [A 0] até obter a forma escalonada reduzida : 


0 

1 

0 


4 

"3 

0 


x\ 


- f *3 = 0 
= 0 

0 =0 


Resolva para as variáveis dependentes x l e x 2 e obtenha x l =f* 3 , x 2 = 0, com x 3 livre. Como vetor, a 
solução geral de ^4x = 0 assume a forma 



x 1 


r 4 v 1 

3*3 


■ 4 ■ 
3 


■ 4 " 
3 

x = 

*2 

= 

0 

= *3 

0 

= X3V, em que v = 

0 


_* 3 _ 


_ *3 


_ i_ 


_ 1 _ 


Aqui, o x 3 foi colocado em evidência na expressão do vetor solução geral. Isso mostra que, nesse 
caso, toda solução de Ax = 0 é um múltiplo escalar de v. A solução trivial é obtida escolhendo-se 
x 3 = 0. Geometricamente, o conjunto solução é uma reta contendo 0 em (R 3 . Veja a Figura 1. ■ 


Observe que uma solução não trivial x pode ter algumas componentes iguais a zero, mas não todas. 


EXEMPLO 2 Uma única equação linear pode ser tratada como um sistema muito simples de equa¬ 
ções. Descreva todas as soluções do “sistema” homogêneo 

Kkj - 3x 2 - 2x 3 = 0 (1) 

SOLUÇÃO Não há necessidade da notação matricial. Resolva para a variável dependente Xj em função das va¬ 
riáveis livres. A solução geral éx { = 0,3x 2 + 0,2x ? , comx 2 e x 3 livres. Em notação vetorial, a solução geral é 



"* 1 " 


0,3x2 +0,2x3 


0,3x2 


" 0 , 2 x 3 “ 

x = 

*2 

= 

V 2 

= 

x 2 

+ 

0 


*3 


*3 


0 


*3 


"0,3“ 


"0,2" 



1 

0 

+*3 

0 

1 

(com X 2 , X 3 livres) 

(2) 


t t 

U V 
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36 CAPÍTULO 1 


Esse cálculo mostra que toda solução de (1) é uma combinação linear dos vetores u e v, indicados 
em (2). Assim, o conjunto solução é X{u, v}. Como nem u nem v é um múltiplo escalar do outro, o 
conjunto solução é um plano contendo a origem. Veja a Figura 2. ■ 



z 


FIGURA 2 


• v + p 



FIGURA 3 Somar p a v transla¬ 
da v para v + p. 


Os Exemplos 1 e 2, junto com os exercícios, ilustram o fato de que o conjunto solução de uma 
equação homogênea Ax = 0 sempre pode ser escrito explicitamente como £{v lf ..., v } para vetores 
apropriados v l9 ..., \ p . Se a única solução for o vetor nulo, então o conjunto solução será <£{0}. Se a 
equação Ax = 0 tiver apenas uma variável livre, o conjunto solução será uma reta contendo origem, 
como na Figura 1. Um plano contendo a origem, como na Figura 2, fornece uma boa imagem natu¬ 
ral para o conjunto solução de Ax = 0 quando há duas ou mais variáveis livres. Observe, no entanto, 
que uma figura semelhante também pode ser usada para visualizar £{u, v} mesmo quando u e v não 
surgem como soluções de Ax = 0 . Veja a Figura 11 na Seção 1.3. 


Forma Vetorial Paramétrica 

A equação original (1) para o plano no Exemplo 2 é uma descrição implícita do plano. Resolvendo 
essa equação, obtemos uma descrição explícita do plano como o conjunto gerado por u e v. A equa¬ 
ção (2) é chamada uma equação vetorial paramétrica do plano. Algumas vezes, essa equação é 
escrita como 

x = su 4- t\ (j, t em M) 

para enfatizar o fato de que os parâmetros variam sobre todos os números reais. No Exemplo 1, a 
equação x = x 3 v (com x 3 livre), ou x = t\ (com t em (R), é uma equação vetorial paramétrica de uma 
reta. Seja qual for o conjunto solução descrito explicitamente com vetores, como nos Exemplos 1 e 
2, dizemos que a solução está na forma vetorial paramétrica. 


Soluções de Sistemas Não Homogêneos 

Quando um sistema linear não homogêneo tem muitas soluções, a solução geral pode ser escrita na 
forma vetorial paramétrica como um vetor mais uma combinação linear arbitrária de vetores que sa¬ 
tisfazem o sistema homogêneo correspondente. 

EXEMPLO 3 Descreva todas as soluções de Ax = b, em que 


3 

5 

-4" 


7" 

-3 

-2 

4 

e b = 

-1 

6 

1 

-8 


-4 


SOLUÇÃO Aqui, A é a matriz de coeficientes do Exemplo 1 . As operações elementares em [A b] pro¬ 
duzem 


3 

5 

-4 

7“ 


" 1 

0 

4 

3 

-1 “ 

-3 

-2 

4 

-1 

'■v/ 

0 

1 

0 

2 

6 

1 

-8 

-4 


0 

0 

0 

0 


Assim, Jtj = -1 + ± Xy x 2 = 2 e x 3 é livre. Como vetor, a solução geral de Ax = b assume a forma 





-1 4* 


”-l “ 


r 4 v i 

3*3 


"-1 “ 


" 4 “ 

3 

x = 

*2 

= 

2 

= 

2 

4- 

0 

= 

2 

+ X 3 

0 


_*3_ 


*3 


0_ 


„ *3 . 


()_ 


_ 1 _ 


t t 

P v 


A equação x = p + jc 3 v, ou, escrevendo t como um parâmetro geral, 

x = p + /v (f em R) (3) 


descreve o conjunto solução de ^4x = b na forma vetorial paramétrica. Lembre-se do Exemplo 1 em 
que o conjunto solução Ax = 0 tem a equação vetorial paramétrica 

x = t\ (t em K) (4) 

[com o mesmo v que aparece em (3)]. Assim, as soluções de Ax = b são obtidas somando o vetor p 
às soluções de Ax = 0. O vetor p é apenas uma solução particular de Ax = b [correspondente a t = 0 
em (3)]. ■ 
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Para descrever geometricamente o conjunto solução de Ax = b, podemos pensar na soma de ve¬ 
tores como uma translação. Dados v e p em IR 2 ou R 3 , o efeito de somar p a v é o de deslocar v em 
uma direção paralela à reta determinada por p e 0. Dizemos que v foi transladado por p para v + p. 
Veja a Figura 3. Se cada ponto pertencente a uma reta L, em R 2 ou R\ for transladado por um vetor 
p, o resultado é uma reta paralela a L. Veja a Figura 4. 

Suponha que L seja a reta determinada por 0 e v, descrita pela equação (4). Somar p a cada ponto 
de L produz a reta transladada descrita pela equação (3). Observe que p pertence à reta (3). Dizemos 
que (3) é a equação da reta paralela a v contendo p. Assim, o conjunto solução deAx = béa reta 
paralela ao conjunto solução de A\ = 0 contendo p. A Figura 5 ilustra esse caso. 



FIGURA 5 Conjuntos solução paralelos de Ax = b e Ax = 0. 


A relação entre os conjuntos solução de Ax = b e Ax = 0, mostrada na Figura 5, pode ser generali¬ 
zada para qualquer equação consistente Ax = b, apesar de o conjunto solução ser maior que uma reta 
quando existem várias variáveis livres. O próximo teorema traz o enunciado preciso. Veja o Exercício 
25 para uma demonstração. 


TEOREMA 6 Suponha que a equação Ax = b seja consistente para algum b e p seja uma solução. Então o conjunto 

solução de Ax = b será o conjunto de todos os vetores da forma w = p + v A , em que \ h é qualquer 
solução da equação homogênea Ax = 0. 


O Teorema 6 diz que, se^4x = b tiver solução, então o conjunto solução será obtido pela translação 
do conjunto solução de Ax = 0, usando para a translação qualquer solução particular p de Ax = b. A 
Figura 6 ilustra o caso quando existem duas variáveis livres. Mesmo quando n > 3, a nossa imagem 
mental do conjunto solução de um sistema consistente Ax = b (com b * 0) é um único ponto não nulo 
ou uma reta ou um plano não contendo a origem. 



FIGURA 6 Conjuntos paralelos de soluções de Ax = b e Ax = 0. 

Cuidado: O Teorema 6 e a Figura 6 se aplicam apenas a uma equação Ax = b que tenha pelo menos 
uma solução não nula p. Quando Ax = b não tem solução, o conjunto solução é vazio. 

O algoritmo a seguir descreve os cálculos mostrados nos Exemplos 1, 2 e 3. 


COMO OBTER O CONJUNTO SOLUÇÃO (DE UM SISTEMA CONSISTENTE) NA FORMA 
VETORIAL PARAMÉTRICA 

1. Escalone a matriz aumentada até obter a forma escalonada reduzida. 

2. Expresse cada variável dependente em função das variáveis livres em cada equação. 

3. Escreva uma solução típica x como um vetor cujas componentes dependem das variáveis 
livres, caso exista alguma. 

4. Decomponha x em uma combinação linear de vetores (com componentes numéricas) usando 
as variáveis livres como parâmetros. 
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CAPÍTULO 1 


PROBLEMAS PRÁTICOS 

1. Cada uma das equações a seguir determina um plano em IR 3 . Os dois planos se interceptam? 
Se for o caso, descreva a interseção. 

X\ + 4*2 — 5*3 = 0 

2x x - * 2 + 8*3 = 9 


2. Descreva a solução geral de 10*j - 3* 2 - 2* 3 = 7 na forma vetorial paramétrica e relacione o 
conjunto solução com o obtido no Exemplo 2. 


1.5 EXERCÍCIOS 


Nos Exercícios 1 a 4, determine se o sistema tem solução não trivial. Tente 
usar a menor quantidade possível de operações elementares. 


2 *. 

— 5*2 + 8*3 = 0 

2 . 

*i 

— 2*2 4- 3*3 = 0 

- 2 *, 

— 7*2 4- *3 = 0 


- 2 *i 

— 3*2 — 4*3 = 0 

4*, 

+ 2*2 + 7*3 = 0 


2 *i 

- 4*2 4- 9*3 = 0 

-3*, 

4- 4*2 - 8*3 = 0 

4. 

5*i 

— 3*2 4 2*3 = 0 

— 2 *i 

+ 5*2 4 4*3 = 0 


—3*i 

- 4*2 4- 2*3 = 0 


X] 4- 2*2 - 3*3 = 5 

2*i + *2 — 3*3 = 13 
-*i 4 * 2 = -8 


Nos Exercícios 19 e 20, determine a equação paramétrica da reta con¬ 
tendo a e paralela a b. 


19 ..-[ ;].b-[-f] 


20 . 



-7 

6 


] 


Nos Exercícios 5 e 6 , siga o método dos Exemplos 1 e 2 para escrever 

o conjunto solução do sistema homogêneo dado na forma vetorial pa¬ 
ramétrica. 

5. 2*i + 2*2 4- 4*3 =0 6 . *i + 2*2 — 3*3 = 0 

—4*| — 4*2 — 8*3 =0 2*i -I- *2 — 3*3 = 0 

— 3*2 — 3*3 = 0 —l*i -I- *2 =0 

Nos Exercícios 7 a 12, descreva todas as soluções de Ax = 0 na forma 

vetorial paramétrica, na qual A é equivalente por linhas à matriz dada. 

Tí -3 -8 5] 

8 ‘ [o 1 2 —4J 

io. r- 1 - 4 ° - 4 i 

|_ 2 -8 0 8 J 

3 -5“ 

0 -1 
1 -4 

0 0 _ 

5 0“ 

4 -6 
0 1 
0 0 _ 

13. Suponha que o conjunto solução de certo sistema de equações pos¬ 
sa ser descrito como x { = 5 + 4* 3 , * 2 = -2 - 7* 3 , com * 3 livre. Use 
vetores para descrever este conjunto como uma reta em IR 3 . 

14. Suponha que o conjunto solução de certo sistema de equações possa 
ser descrito como x l = 5x 4 , x 2 = 3 - 2x 4 , * 3 = 2 + 5x 4 , com x 4 livre. 
Use vetores para descrever este conjunto como uma “reta” em IR 4 . 

15. Descreva e compare os conjuntos solução de x { + 5x 2 - 3 * 3 = 0 e 
*j + 5 * 2 - 3x 3 = -2. 

16. Descreva e compare os conjuntos solução de *, - 2x 2 + 3 * 3 = 0 e 
Xj - 2 * 2 + 3 * 3 = 4. 

17. Siga o método do Exemplo 3 para descrever as soluções do sis¬ 
tema a seguir em forma vetorial paramétrica. Faça também uma 
descrição geométrica do conjunto solução e compare-o com o do 
Exercício 5. 

2*i + 2*2 + 4*3 = 8 

—4*j — 4*2 — 8*3 = —16 

— 3*2 — 3*3 = 12 

18. Como no Exercício 17, descreva as soluções do sistema a seguir em 
forma vetorial paramétrica e faça uma comparação geométrica com 
o conjunto solução do Exercício 6 . 


9. 


[i 

[-s 


11 . 


12 . 


3 -3 
1 -4 

-6 
4 




5 ] 


1 -4 
0 0 


2 0 
l 0 
0 0 0 0 

0 0 0 0 


l -2 
0 0 


3 -6 
0 1 
0 0 
0 0 


Nos Exercícios 21 e 22, encontre uma equação paramétrica para a reta M con¬ 
tendo p e q. [Sugestão: M é paralela ao vetor q - p. Veja a figura a seguir.] 


1'. P-[j].q-[;] 22. p- 


*2 



Nos Exercícios 23 e 24, marque cada afirmação como Verdadeira ou Fal¬ 
sa. Justifique cada resposta. 

23. a. Uma equação homogênea é sempre consistente. 

b. A equação Ax = 0 fornece uma descrição explícita de seu con¬ 
junto solução. 

c. A equação homogênea Ax = 0 tem a solução trivial se e somente 
se a equação tem pelo menos uma variável livre. 

d. A equação x = p + 1\ descreve a reta contendo v paralela a p. 

e. O conjunto solução de ^4x = b é o conjunto de todos os vetores 
da forma w = p + v A , em que \ h é qualquer solução da equação 
Ax = 0. 

24. a. Um sistema linear homogêneo pode ser inconsistente. 

b. Se x for uma solução não trivial de Ax = 0, então toda compo¬ 
nente de x será não nula. 

c. O efeito de somar p a um vetor é o de deslocar o vetor em uma 
direção paralela a p. 

d. A equação Ax = b é homogênea se o vetor nulo for uma solução. 

e. Se Ax = b for consistente, então o conjunto solução de Ax = b 
será obtido transladando-se o conjunto solução de Ax = 0. 

25. Prove o Teorema 6: 

a. Suponha que p seja uma solução de Ax = b, de modo que 
Ap = b. Sejav /; qualquer solução da equação homogênea 4x = 0 
e seja w = p + \ h . Mostre que w é uma solução de Ax = b. 
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b. Seja w qualquer solução de Ax = b e defina \ h = w - p. Mostre 
que \ h é uma solução de Ax = 0. Isso mostra que toda solução 
de Ax = b tem a forma w = p + v A , com p uma solução particular 
de Ax = b e \ h uma solução de Ax = 0. 

26. Suponha que A seja a matriz nula (todos os elementos iguais a zero) 
3x3. Descreva o conjunto solução da equação Ax = 0. 

27. Suponha que Ax = b tenha solução. Explique por que a solução é 
única exatamente quando Ax = 0 só tem a solução trivial. 

Nos Exercícios 28 a 31: (a) A equação Ax = 0 tem uma solução não tri¬ 
vial? (b) A equação Ax = b tem pelo menos uma solução para todos os 
b possíveis? 


28. A é uma matriz 3x3 com três posições de pivô. 

29. A é uma matriz 4x4 com três posições de pivô. 

30. A é uma matriz 2x5 com duas posições de pivô. 

31. A é uma matriz 3x2 com duas posições de pivô. 


32. Se b * 0, o conjunto solução de Ax = b poderá ser um plano con¬ 
tendo a origem? Explique. 


33. Construa uma matriz A não nula 3 x 3 tal que o vetor 
de Ax = 0. 


é solução 


2 

34. Construa uma matriz A não nula 3 x 3 tal que o vetor -1 
lução de Ax = 0. 1 


é so- 


35. 


Dada A = 


-1 -3 

7 21 

-2 -6 


encontre uma solução não trivial de 


Ax = 0 por simples inspeção. [Sugestão: Pense na equação Ax = 0 
como uma equação vetorial.] 


36. 


Dada A = 


3 -2 
-6 4 

12 -8 


encontre uma solução não trivial de 


^4x = 0 por simples inspeção. 


37. Construa uma matriz A 2 x 2 tal que o conjunto solução da equação 
Ax = 0 é a reta em [R 2 contendo (4, 1) e a origem. Depois, encontre 
um vetor b em [R 2 tal que o conjunto solução de ^4x = b não é uma 
reta em [R 2 paralela ao conjunto solução de Ax = 0. Por que isto não 
contradiz o Teorema 6? 


38. Seja A uma matriz mxn e seja w um vetor em IR" que satisfaz a 
equação Ax = 0. Mostre que, qualquer que seja o escalar c, o vetor 
cw também satisfaz Ax = 0. [Ou seja, mostre que A (cw) = 0.] 

39. Seja A uma matriz m x n e sejam v e w vetores em IR" tais que 
Av = 0 e Aw = 0. Explique por que A (v + w) tem de ser o vetor 
nulo. Depois explique por que A (cv + dw) = 0 para todos os pares 
de escalares ced. 


40. Suponha que A seja uma matriz 3 x 3 e b seja um vetor em IR 3 tal 
que a equação Ax = b não tem solução. Existe algum vetor y em IR 3 
tal que a equação Ax = b tem uma única solução? Discuta. 


SOLUÇÕES DOS PROBLEMAS PRÁTICOS 


1. Escalone a matriz aumentada: 


4 -5 

0" 

[1 4-5 

01 [1 

0 3 

1 8 

9_ 

[o -9 18 

9 J [ü 

> 1 -2 



X\ + 3x 3 = 

4 




Jt 2 — 2X3 = 

-1 



Logo jtj = 4 - 3x 3 , x =-1 + 2x 3 , com x 3 livre. A solução geral em forma vetorial paramé¬ 
trica é 


*1 ~ 


" 4-3x3 


4 


"-3“ 

*2 

= 

-1 + 2x 3 

= 

-1 

+ Xi 

2 

_*3_ 


*3 


0 


1 


P v 


A interseção dos dois planos é a reta paralela a v contendo p. 

2. A matriz aumentada [10 -3 -2 7] é equivalente por linhas a [1 -0,3 -0,2 0,7] e a solução geral 
é Xj = 0,7 + 0,3x 2 + 0,2 jc 3 com x 2 e x 3 livres, ou seja, 


*\ 
x2 

*3 


0,7 -f- 0,3x2 -E 0,2x3 
X2 

_ 

"0,7" 

0 

+ -*2 

"0,3“ 

1 

+ *3 

1 - 

CN O 
O 

*3 

_ 

0 

P 

+ 

0 

X 211 

+ 

1_ 

X 3 V 


O conjunto solução da equação não homogênea Ax = b é o plano transladado p + £{u, v}, que 
contém p e é paralelo ao conjunto solução da equação homogênea no Exemplo 2. 



APLICAÇÕES DE SISTEMAS LINEARES 


Você poderia esperar que um problema na vida real envolvendo álgebra linear tivesse uma única so¬ 
lução ou talvez não tivesse solução. O objetivo desta seção é mostrar como sistemas lineares com 
muitas soluções podem aparecer naturalmente. As aplicações aqui vêm da economia, da química e 
do fluxo em redes. 
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CAPÍTULO 1 


WEB 


Um Sistema Homogêneo em Economia 

O sistema com 500 equações e 500 variáveis, mencionado na introdução deste capítulo, é conhecido 
como modelo de “entrada e saída” (ou “de produção”) de Leontief. 12 A Seção 2.6 irá examinar esse 
modelo com mais detalhes, quando tivermos disponíveis mais teoria e uma notação melhor. Por en¬ 
quanto, vamos considerar o “modelo de troca” simplificado, também devido a Leontief. 

Suponha que a economia de uma nação esteja dividida em muitos setores, como manufaturados 
diversos, comunicação, entretenimento e serviços. Suponha que, para cada setor, sabemos sua pro¬ 
dução total em um ano e sabemos exatamente como é a divisão ou “troca” dessa produção entre os 
outros setores da economia. O preço de uma produção é o valor total, em dólar* * da produção de um 
setor. Leontief provou o seguinte resultado. 


Existem preços de equilíbrio que podem ser atribuídos às produções totais dos diversos 
setores, de modo que a receita de cada setor equilibre exatamente as suas despesas. 


O próximo exemplo mostra como se determinam os preços de equilíbrio. 


EXEMPLO 1 Suponha que uma economia consista nos setores de Carvão, Energia Elétrica e Aço, 
e a produção de cada setor esteja distribuída entre os vários setores de acordo com a Tabela 1, em 
que os elementos de cada coluna representam as partes fracionárias da produção total de determina¬ 
do setor. 



A segunda coluna da Tabela 1, por exemplo, mostra que a produção total de Energia Elétrica é di¬ 
vidida da seguinte forma: 40% para Carvão, 50% para Aço e os restantes 10% para Energia Elétrica. 
(A Energia Elétrica considera esses 10% parte dos custos necessários para manter seu negócio.) Como 
toda a produção precisa ser contabilizada, os valores de cada coluna precisam ter soma igual a um. 

Denote os preços (ou seja, os valores em dólares) das produções anuais totais dos setores de Car¬ 
vão, Energia Elétrica e Aço por p c , p E e p A , respectivamente. Se possível, determine os preços de 
equilíbrio que tomam a receita de cada setor igual à sua despesa. 


0,4 



0,4 


TABELA 1 Uma Economia Simples 


Distribuição da Produção de: 

Carvão 

Energia Elétrica 

Aço 

Comprado por: 

0,6 

0,4 

0,6 

Carvão 

0,6 

0,1 

0,2 

Energia elétrica 

0,4 

0,5 

0,2 

Aço 


SOLUÇÃO Cada setor examina uma coluna para ver para onde vai a sua produção e examina uma linha 
para ver sua necessidade de insumos. Por exemplo, a primeira linha da Tabela 1 mostra que Carvão 
recebe (e paga por isso) 40% da produção de Energia Elétrica e 60% da produção de Aço. Como os 
respectivos valores das produções totais são p E e p A , Carvão deverá gastar 0,4p E dólares por sua cota 
da produção de Energia Elétrica e 0,6 p A por sua cota da produção de Aço. Assim, as despesas totais 
do Carvão são 0,4 p E + 0,6p A . Para tomar a receita do Carvão ,p c , igual à sua despesa, queremos que 

Pc = OApe + 0,6/fc (1) 


A segunda coluna da tabela de trocas mostra que o setor de Energia Elétrica gasta 0 ,6p c com Car¬ 
vão, 0,lp E com Energia Elétrica e 0,2p A com Aço. Assim, as necessidades de receita/despesa para a 
Energia Elétrica são 

Pe — 0*6 pc + 0,1 pE + 0,2pA (2) 


Finalmente, a terceira coluna da tabela de trocas leva à exigência final: 

P\ = OApc + 0,5 pe + 0,2p A 


(3) 


12 Veja Wassily W. Leontief, “Input-Output Economics”, Scientific American, Outubro de 1951, pp. 15-21. 

*Deveria ser na moeda do país, mas usaremos o dólar, que é moeda de troca internacional, para este país fictício. 
(N.T.) 
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Para resolver o sistema de equações (1), (2) e (3), passe todas as incógnitas para a esquerda do sinal 
de igualdade em cada equação e junte os termos correspondentes. [Por exemplo, à esquerda do sinal 
de igualdade em (2), troque p E -0,1 p E por 0,9/? E .] 

Pc ~ OApe ~ 0,6p A = 0 

— 0,6 pc 4 0,9/>e - 0,2/? a = 0 

— 0,4Pc — 0,5/?e 4- 0,8/?a = 0 

Em seguida, vem o escalonamento. Para simplificar, os números serão arredondados para duas casas 
decimais. 


1 

-0,4 

-0,6 

0“ 


" 1 

-0,4 

-0,6 

0“ 


" 1 

- 0,4 -0,6 

0" 

-0,6 

0,9 

-0,2 

0 


0 

0,66 

-0,56 

0 


0 

0,66 -0,56 

0 

-0,4 

-0,5 

0,8 

0 


_0 

-0,66 

0,56 

0 _ 


_0 

0 0 

0 






"1 

-0,4 

-0,6 

0" 


"1 

0 -0,94 0 








0 

1 

-0,85 

0 


0 

1 - 0,85 0 








0 

0 

0 

0 


0 

0 0 0 




A solução geral é p c = 0,94 p A , p E = 0,85 p A e p A é livre. O vetor para o preço de equilíbrio da econo¬ 
mia tem a seguinte forma 



~ Pc~ 


” 0,94/?A " 


~ 0,94 ~ 

P = 

Pe 

= 

0,85/? a 

= Pa 

0,85 


_ P A_ 


P A 


1 


Qualquer escolha (não negativa) de p A resulta em uma escolha de preços de equilíbrio. Por exemplo, 
se tomarmos p A igual a 100 (ou $100 milhões), então p c = 94 ep h = 85. As receitas e despesas de cada 
setor serão iguais se a produção de Carvão tiver o valor de $94 milhões, a produção de Energia Elé¬ 
trica o valor de $85 milhões, e a produção de Aço o valor de $100 milhões. ■ 


Equilibrando Equações Químicas 

Equações químicas descrevem a quantidade de substâncias consumidas e produzidas por rea¬ 
ções químicas. Por exemplo, quando o gás propano queima, o propano (C 3 H 8 ) se combina com 
o oxigênio (0 2 ) para formar dióxido de carbono (C0 2 ) e água (H 2 0), de acordo com uma equa¬ 
ção da forma 

(xi)C 3 H$ + (* 2)02 —> (X3)C0 2 4 (X4)H 2 0 (4) 

Para “equilibrar” essa equação, um químico precisa encontrar números inteiros x p ..., x 4 tais que o 
número total de átomos de carbono (C), de hidrogênio (H) e de oxigênio (O) à esquerda da seta sejam 
iguais aos números de átomos correspondentes à direita da seta (já que átomos não são destruídos 
nem criados na reação). 

Um método sistemático para equilibrar equações químicas é escrever uma equação vetorial que 
descreva o número de átomos de cada tipo presente na reação. Como a equação (4) envolve três tipos 
de átomos (carbono, hidrogênio e oxigênio), construa um vetor em W para cada reagente e produto 
em (4) que liste o número de “átomos por molécula”, da seguinte maneira: 



3 


0 


1 


0 

Carbono 

CiH 8 : 

8 

. 0 2 : 

0 

, C0 2 : 

0 

, H 2 0: 

2 

•+— Hidrogênio 


0 


2 


2 


1 

■+— Oxigênio 


Para equilibrar a equação (4), os coeficientes x p .. x 4 têm de satisfazer 



3 


0 


1 


0 

X\ 

8 

4x 2 

0 

= *3 

0 

4 x 4 

2 


0 


2 


2 


1 


Para resolver, mude todos os termos para a esquerda do sinal de igualdade (mudando o sinal do ter¬ 
ceiro e do quarto vetores): 



3 


0 


-1 


0 


0 

X] 

8 

4X2 

0 

+ *3 

0 

4 x 4 

-2 

— 

0 


0 


2 


-2 


-1 


0 


Escalonando a matriz aumentada para essa equação, chegamos à solução geral 

X] = 5 X 4 , x 2 = §x 4 , X 3 = |x 4 , com X 4 livre 
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30 —> - 

FIGURA 1 


Como os coeficientes em uma reação química têm de ser inteiros, escolha x 4 = 4, de modo que jc = 
l,x 2 = 5ex 3 = 3.A equação equilibrada é 

C 3 H 8 + 50 2 -► 3C0 2 + 4H 2 0 

A equação também estaria equilibrada se, por exemplo, cada coeficiente fosse dobrado. Na maioria 
das vezes, no entanto, os químicos preferem usar uma equação equilibrada cujos coeficientes são os 
menores inteiros possíveis. 


Fluxo em Redes 

WEB Sistemas de equações lineares aparecem naturalmente quando cientistas, engenheiros ou economistas 
estudam o fluxo de alguma quantidade por meio de uma rede ou reticulado. Por exemplo, planejadores 
urbanos e engenheiros de tráfego monitoram o padrão do fluxo de tráfego em um reticulado de ruas 
da cidade. Engenheiros elétricos calculam o fluxo de corrente em circuitos elétricos. E economistas 
analisam a distribuição de produtos dos produtores aos consumidores por intermédio de uma rede de 
vendas no atacado e no varejo. Para muitas redes, os sistemas de equações envolvem centenas ou até 
milhares de variáveis e equações. 

Uma rede consiste em um conjunto de pontos chamados junções ou nós , com linhas ou arcos de¬ 
nominados ramos ou arestas ligando alguns ou todos os nós. O sentido do fluxo em cada ramo é in¬ 
dicado, e a quantidade de fluxo (ou taxa) é mostrada ou denotada por uma variável. 

A premissa básica do fluxo em uma rede é que o fluxo total que entra na rede é igual ao fluxo to¬ 
tal que sai da rede, e o fluxo total que entra em cada nó é igual ao fluxo total que sai daquele nó. Por 

-► x x exemplo, a Figura 1 mostra 30 unidades entrando em uma junção através de um ramo, com x x e x 2 

denotando os fluxos que estão saindo da junção por meio de dois outros ramos. Como o fluxo é “con¬ 
servado” em cada junção, temos de ter x x + *2 = 30. De maneira análoga, o fluxo em cada junção é 

-> x 2 descrito por uma equação linear. O problema da análise de redes é determinar o fluxo em cada ramo 

quando é conhecida uma informação parcial (como o fluxo de entrada e de saída na rede). 

Uma junção ou nó. 

EXEMPLO 2 A rede na Figura 2 mostra o fluxo de tráfego (em veículos por hora) em diversas ruas 
de mão única no centro da cidade de Baltimore durante uma tarde típica. Determine o padrão geral 
do fluxo nessa rede. 



FIGURA 2 Ruas de Baltimore. 

SOLUÇÃO Escreva equações que descrevam o fluxo e, depois, encontre a solução geral do sistema. 
Marque as interseções das ruas (as junções) e os fluxos desconhecidos nos ramos, como ilustrado 
na Figura 2. Em cada interseção, iguale o fluxo de entrada com o de saída. 


Interseção 

Fluxo de 
entrada 

Fluxo de 
saída 

A 

300 + 500 

= -*1 +x 2 

B 

x 2 + x 4 

= 300 + *3 

C 

100 + 400 

= x 4 + x 5 

D 

X, +x 5 

= 600 
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Além disso, o fluxo total que entra na rede (500 + 300 + 100 + 400) é igual ao fluxo total que sai 
(300 + a 3 + 600), o que fornece a 3 = 400. Combine essa equação com as quatro primeiras equações 
rearrumadas para obter o seguinte sistema de equações: 

xi + x 2 = 800 

X 2 — A 3 H- X 4 , = 300 

X 4 + X 5 = 500 

x\ + *5 = 600 

*3 = 400 

Escalonando a matriz aumentada associada, obtemos 

x\ + *5 

x 2 - x 5 

*3 

*4 + *5 

O padrão de fluxo geral para a rede é descrito por 

X] = 600 — *5 

X2 = 200 + a 5 
< a '3 = 400 
A 4 = 500 — A 5 
A 5 é livre 

Um fluxo negativo em um ramo da rede corresponde a um fluxo no sentido oposto do ilustrado no 
modelo. Como as ruas nesse problema são de mão única, nenhuma das variáveis pode ser negativa. 
Esse fato leva a certas limitações nos valores possíveis das variáveis. Por exemplo, x 5 < 500, já que 
a 4 não pode ser negativa. Outras limitações nas variáveis são consideradas no Problema Prático 2. 


= 600 
= 200 
= 400 
= 500 


PROBLEMAS PRÁTICOS 

1. Suponha que uma economia tenha três setores: Agricultura, Mineração e Indústria. A Agricultura 
vende 5% de sua produção para a Mineração, 30% para a Indústria e retém o restante. A Mine¬ 
ração vende 20% de sua produção para a Agricultura, 70% para a Indústria e retém o restante. 
A Indústria vende 20% de sua produção para a Agricultura, 30% para a Mineração e retém o 
restante. Determine a tabela de trocas para essa economia, com as colunas descrevendo como 
a produção de cada setor é distribuída entre os três setores. 

2. Considere o fluxo de rede estudado no Exemplo 2. Determine o intervalo de valores possíveis 
para as variáveis x { e x r [Sugestão: O exemplo mostrou que x 5 < 500. O que isto significa para 
Aj e a 2 ? Use também o fato de que x 5 > 0.] 


1.6 EXERCÍCIOS 


1. Suponha que uma economia tenha apenas dois setores, Bens e Ser¬ 
viços. A cada ano, o setor de Bens vende 80% de sua produção para 
Serviços e guarda o restante, enquanto o setor de Serviços vende 70% 
de sua produção para Bens e mantém o restante. Encontre preços de 
equilíbrio para a produção anual dos setores de Bens e Serviços que 
façam com que a receita de cada setor seja igual às suas despesas. 



2. Determine outro conjunto de preços de equilíbrio para a econo¬ 
mia no Exemplo 1. Suponha que a mesma economia use o iene 


japonês em vez do dólar para medir os valores da produção dos 
diversos setores. Isso mudaria o problema de alguma forma? 
Discuta. 

3. Considere uma economia com três setores: Combustíveis e Ener¬ 
gia, Indústria e Serviços. O setor de Combustíveis e Energia vende 
80% de sua produção para a Indústria, 10% para Serviços e mantém 
o restante. O setor de Indústria vende 10% de sua produção para 
Combustíveis e Energia, 80% para Serviços e mantém o restante. 
O setor de Serviços vende 20% para Combustíveis e Energia, 40% 
para a Indústria e mantém o restante. 

a. Monte a tabela de trocas para essa economia. 

b. Obtenha um sistema de equações que leve a preços em que a 
receita de cada setor seja igual às suas despesas. Depois, escreva 
a matriz aumentada, que então pode ser escalonada para deter¬ 
minar esses preços. 

c. [M] Determine um conjunto de preços de equilíbrio quando o 
preço para a produção do setor de Serviços é de 100 unidades 
monetárias. 
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4. Suponha que uma economia tenha quatro setores: Mineração, Ma¬ 
deira, Energia e Transportes. O setor de Mineração vende 10% de 
sua produção para Madeira, 60% para Energia e mantém o restante. 
O setor de Madeira vende 15% de sua produção para Mineração, 
50% para Energia, 20% para Transportes e mantém o restante. O 
setor de Energia vende 20% de sua produção para Mineração, 15% 
para Madeira, 20% para Transportes e mantém o restante. O setor 
de Transportes vende 20% de sua produção para Mineração, 10% 
para Madeira, 50% para Energia e mantém o restante. 

a. Construa a tabela de trocas para essa economia. 

b. [M] Determine um conjunto de preços de equilíbrio para a eco¬ 
nomia. 

5. Uma economia tem quatro setores: Agricultura, Indústria, Serviços 
e Transportes. O setor de Agricultura vende 20% de sua produção 
para Indústria, 30% para Serviços, 30% para Transportes e mantém 
o restante. O setor de Indústria vende 35% de sua produção para 
Agricultura, 35% para Serviços, 20% para Transportes e mantém 
o restante. O setor de Serviços vende 10% de sua produção para 
Agricultura, 20% para Indústria, 20% para Transportes e mantém 
o restante. O setor de Transportes vende 20% de sua produção para 
Agricultura, 30% para Indústria, 20% para Serviços e mantém o 
restante. 

a. Construa a tabela de trocas para essa economia. 

b. [M] Determine um conjunto de preços de equilíbrio para a econo¬ 
mia se o valor do setor de Transportes for de $10 por unidade. 

c. O setor de Serviços faz uma campanha de sucesso “coma fresco 
da fazenda” e aumenta sua parte na produção do setor de Agri¬ 
cultura para 40%, enquanto a parte da produção de Agricultura 
para a Indústria cai para 10%. Construa a tabela de trocas para 
essa nova economia. 

d. [M] Determine um conjunto de preços de equilíbrio para essa 
nova economia se o valor do setor de Transportes ainda for de 
$10 por unidade. Qual o efeito que a campanha “coma fresco 
da fazenda” teve sobre os preços de equilíbrio para os setores 
nessa economia? 

Nos Exercícios 6 a 11, equilibre as equações químicas usando a aborda¬ 
gem de equações vetoriais discutida nesta seção. 

6. Óxido de alumínio e carbono reagem para criar alumínio puro e 
dióxido de carbono: 

ai 2 o 3 + c->ai + co 2 

[Para cada composto, construa um vetor que liste os números de 
átomos de alumínio, oxigênio e carbono.] 

7. Alka-Seltzer contém bicarbonato de sódio (NaHC0 3 ) e ácido cítrico 
(H 3 C 6 H 5 0 7 ). Quando um comprimido efervescente é diluído em água, 
a reação produz citrato de sódio, água e dióxido de carbono (gás): 

NaHC0 3 + H 3 C 6 H 5 0 7 -> Na 3 C 6 H 5 0 7 4- H 2 Ü + C0 2 

8 . O calcário, CaC0 3 , neutraliza o ácido, H 3 0, na chuva ácida através 
da equação não equilibrada a seguir: 

H 3 0 + CaC0 3 -> H 2 0 4 Ca 4 C0 2 

9. O sulfeto de boro reage violentamente com a água para formar ácido 
bórico e gás sulfidrico (que tem cheiro de ovo podre). A equação 
não equilibrada é 

B 2 S 3 4 H ? 0 -* H 3 B0 3 -I- H ? S 

10. [M] Se possível, use aritmética exata ou um formato racional nos 
cálculos para equilibrar a reação química a seguir: 

PbN 6 4- CrMn 2 0 8 -► Pb 3 0 4 4 Cr 2 0 3 + MnO, 4 NO 


11. [M] A reação química a seguir pode ser usada em alguns processos in¬ 
dustriais, como na produção de arsênico (AsH 3 ). Use aritmética exata 
ou um formato racional nos cálculos para equilibrar essa equação. 
MnS 4 As 2 Cri 0 O 3 5 4 U 2 S04 

—> HMnO-j 4 AsH 3 4 CrS 3 0j 2 4 H 2 0 

12. Encontre o padrão de fluxo geral na rede ilustrada, na figura a seguir. 
Supondo que todos os fluxos são não negativos, qual é o menor valor 
possível para x 4 ? 



13. a. Encontre o padrão de fluxo geral na rede ilustrada na figura. 

b. Supondo que os fluxos tenham de seguir nos sentidos indicados, 
encontre os fluxos mínimos nos ramos denotados porx 2 , x 3 , x 4 e jc 5 . 


30 


40 



14. a. Encontre o padrão de tráfego geral na rede de estradas ilustrada 
na figura a seguir. (As taxas de fluxo estão medidas cm carros/ 
minuto.) 

b. Encontre o padrão de tráfego geral quando a estrada cujo fluxo 
está denotado por x 5 se encontra fechada. 

c. Quando x 5 = 0, qual é o valor mínimo possível de x 4 ? 



15. As interseções na Inglaterra são construídas, muitas vezes, como “ro¬ 
tatórias” de mão única, como a ilustrada na figura a seguir. Suponha 
que o tráfego tenha de fluir no sentido indicado. Encontre a solução 
geral do fluxo na rede. Encontre o menor valor possível para x 6 . 
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SOLUÇÕES DOS PROBLEMAS PRÁTICOS 

1. Escreva os percentuais em forma decimal. Como todas as produções devem ser considera¬ 
das, os valores em cada coluna têm de somar 1. Esse fato ajuda a preencher todos os campos 
vazios. 


Distribuição da Produção de: 

Agricultura 

Mineração 

Indústria 

Comprada por: 

0,65 

0,20 

0,20 

Agricultura 

0,05 

0,10 

0,30 

Mineração 

0,30 

0,70 

0,50 

Indústria 


2. Como x 5 < 500, as equações correspondentes às interseções D e A para x { e x 2 implicam 
x { > 10Ó e x 2 < 700. O fato que x 5 > 0 x x < 600 e x 2 > 200. Portanto, 100 < x x < 600 e 
200 < jc 2 < 700. 


1.7 


INDEPENDÊNCIA LINEAR 


As equações homogêneas na Seção 1.5 podem ser estudadas de um ponto de vista diferente, reescre¬ 
vendo-as como equações vetoriais. Dessa forma, o foco muda das soluções desconhecidas de Ax = 0 
para os vetores que aparecem nas equações vetoriais. 

Por exemplo, considere a equação 



1 


4 


2 


0 

X) 

2 

+ x 2 

5 

+ ■*3 

1 

= 

0 


3 


6 


0 


0 


Essa equação, é claro, tem a solução trivial, com x l =x 2 = x 3 = 0. Como na Seção 1.5, o assunto prin¬ 
cipal é saber se a solução trivial é a única. 


DEFINIÇÃO 


Um conjunto indexado de vetores {v p ..., vj em IR" é dito linearmente independente se a 
equação vetorial 

x\\\ + * 2 v 2 H-1 -XpV p = 0 

tiver apenas a solução trivial. O conjunto {v 1? ..v } é dito linearmente dependente se existirem 
constantes c l9 ..., c p , nem todas nulas, tais que 

Ci vi + c 2 \ 2 + • • • + c p \p = 0 ( 2 ) 


A Equação (2) é chamada uma relação de dependência linear entre v p ..., v quando as cons¬ 
tantes não são todas iguais a zero. Um conjunto indexado é linearmente dependente se e somente se 
ele não for linearmente independente. Por comodidade, podemos dizer que v p ..., v são linearmente 
dependentes quando, na verdade, o que queremos dizer é que {v 1? ..., v } é um conjunto linearmente 
dependente. Usaremos uma terminologia análoga para os conjuntos linearmente independentes. 



r 


4“ 


2 

EXEMPLO 1 Sejam v, = 

2 

,V 2 = 

5 

e v 3 = 

1 


3 


6 


0 


a. Determine se o conjunto {v l5 v 2 , vj é linearmente independente. 

b. Se possível, encontre uma relação de dependência linear entre v p v 2 e v 3 . 

SOLUÇÃO 

a. É preciso determinar se existe uma solução não trivial da equação (1) anterior. As operações ele¬ 
mentares na matriz aumentada associada mostram que 


“ 1 

4 

2 

0" 


"1 

4 

2 

0" 

2 

5 

1 

0 


0 

-3 

-3 

0 

3 

6 

0 

0 


0 

0 

0 

0 
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É claro que x x e x 2 são variáveis dependentes ex 3 é livre. Cada valor não nulo de * 3 determina 
uma solução não trivial de (1). Portanto, v p v 2 e v 3 são linearmente dependentes (e não linear- 
mente independentes). 

b. Para determinar uma relação de dependência linear para v, v 2 e v 3 , complete o escalonamento 
da matriz aumentada e reescreva o novo sistema: 


10-2 0 “ 
0 110 
0 0 0 0 


x i — 2*3 = 0 
Xi ■+■ * 3=0 

0 = 0 


Assim, *j = 2* 3 , * 2 = -* 3 e * 3 é livre. Escolha um valor não nulo para * 3 , digamos, * 3 = 5. Então, 
*j = 10 e * 2 = -5. Substitua esses valores em (1) e obtenha 

10vi — 5 v2 + 5v 3 = 0 


Essa é uma dentre uma infinidade de relações de dependência linear possíveis para v l5 v 2 e v 3 . 


Independência Linear das Colunas de uma Matriz 

Vamos considerar uma matriz A = [a t ... aj, em vez de um conjunto de vetores. A equação matricial 
Ax = 0 pode ser escrita como 


a* i a i + *2 a 2 H- * • • + x„a n = 0 

Cada relação de dependência linear entre as colunas de A corresponde a uma solução não trivial de 
Ax = 0. Assim, temos o seguinte fato importante. 


As colunas de uma matriz A são linearmente independentes se e somente se a equação Ax = 0 tiver 
somente a solução trivial. (3) 


EXEMPLO 2 Determine se as colunas da matriz A 


0 

1 

5 


1 4 

2 -1 

8 0 


são linearmente independentes. 


SOLUÇÃO Para estudar Ax = 0, escalone a matriz aumentada: 


'0 1 

4 

0“ 


" 1 

2 

-1 

0“ 


" 1 

2 

-1 

0“ 

1 2 

-1 

0 


0 

1 

4 

0 


0 

1 

4 

0 

00 

m 
_1 

0 

0 


0 

-2 

5 

0 


0 

0 

13 

0 


Agora, está claro que existem três variáveis dependentes e nenhuma variável livre. Portanto, a equa¬ 
ção Ax = 0 tem somente a solução trivial, e as colunas de A são linearmente independentes. ■ 


Conjuntos com Um ou Dois Vetores 

Um conjunto com apenas um vetor — digamos, v — é linearmente independente se e somente se v 
não for o vetor nulo. Isso ocorre porque a equação vetorial *jV = 0 tem apenas a solução trivial quando 
v * 0 . O vetor nulo é linearmente dependente porque x Q = 0 tem muitas soluções não triviais. 

O próximo exemplo vai explicar a natureza de um conjunto linearmente dependente de dois vetores. 

EXEMPLO 3 Determine se os seguintes conjuntos de vetores são linearmente independentes. 

a . v, = |j],v 2 = [j] b. V > = [2 j’ V2 ~ [2] 

SOLUÇÃO 

a. Observe que v 2 é um múltiplo de v p a saber, v 2 = 2v r Portanto, -2\ l + v 2 = 0, o que mostra que 
{Vj, v 2 } é linearmente dependente. 

b. Com certeza, v 3 e v 2 não são múltiplos um do outro. Eles podem ser linearmente dependentes? 
Suponha que c e d satisfaçam 

c\\ + d \2 = 0 

Se c * 0, então podemos resolver para \ { em função de v 2 , a saber, v = (-d/c) v 2 . Esse resultado 
é impossível porque não é múltiplo de v 2 . Portanto, c tem de ser igual a zero. De modo aná¬ 
logo, d também é zero. Assim, {v p v 2 } é um conjunto linearmente independente. ■ 
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(3,2) (6,2) 



Linearmente independentes 

FIGURA 1 


A argumentação no Exemplo 3 mostra que sempre podemos decidir por simples inspeção se um 
conjunto de dois vetores for linearmente dependente. As operações elementares são desnecessárias. 
Basta verificar se um vetor é um múltiplo escalar do outro. (O teste se aplica apenas a conjuntos de 
dois vetores.) 


Um conjunto de dois vetores {v 1? v 2 } é linearmente dependente se e somente se um dos vetores 
for múltiplo do outro. O conjunto é linearmente independente se e somente se nenhum dos veto¬ 
res for múltiplo do outro. 


Em termos geométricos, dois vetores são linearmente dependentes se e somente se eles pertence¬ 
rem à mesma reta contendo a origem. A Figura 1 mostra os vetores do Exemplo 3. 


Conjuntos de Dois ou Mais Vetores 

A demonstração do próximo teorema é semelhante à solução do Exemplo 3. Os detalhes são dados 
no final desta seção. 


TEOREMA 7 


Caracterização de Conjuntos Linearmente Dependentes 

Um conjunto indexado S = {v 1? ..., vj de dois ou mais vetores é linearmente dependente se e 
somente se pelo menos um dos vetores de S for uma combinação linear dos demais. De fato, se S 
for linearmente dependente, e * 0, então algum v. (com j > 1) será uma combinação linear dos 
vetores anteriores, v iv .., v._ r 


Cuidado: O Teorema 7 não diz que todo vetor de um conjunto linearmente dependente é uma com¬ 
binação linear dos vetores anteriores. Um vetor em um conjunto linearmente dependente pode não 
ser uma combinação linear dos outros vetores. Veja o Problema Prático 3. 


EXEMPLO 4 Sejam u = 

"3" 

1 

e v = 

~r 

6 


0 


0 


. Descreva o conjunto gerado por u e v e explique por 


que um vetor w pertence a £{u, v} se e somente se {u, v, w} for linearmente dependente. 


SOLUÇÃO Os vetores u e v são linearmente independentes porque nenhum dos dois é múltiplo do 
outro e, portanto, eles geram um plano em W. (Veja a Seção 1.3.) Na verdade, X{u, v} é o plano 
Xjjc 2 (com jc 3 = 0). Se w for uma combinação linear de u e v, então {u, v, w} será linearmente de¬ 
pendente, pelo Teorema 7. De forma recíproca, suponha que {u, v, w} seja linearmente dependente. 
Pelo Teorema 7, algum vetor em {u, v, w} é uma combinação linear dos vetores precedentes (já que 
u ^ 0). Esse vetor tem de ser w, já que v não é múltiplo de u. Portanto, w pertence a X{u, v}. Veja 
a Figura 2. ■ 



Linearmente dependentes, 
w pertence aá{u,v} 


Linearmente independentes, 
w não pertence a ££{u, v} 


FIGURA 2 Dependência linear em IR 3 . 


O Exemplo 4 pode ser generalizado para qualquer conjunto {u, v, w} em R 3 com u e v linear¬ 
mente independentes. O conjunto {u, v, w} será linearmente dependente se e somente se w estiver 
no plano gerado por uev. 

Os dois próximos teoremas descrevem casos especiais em que a dependência linear é automática. 
Além disso, o Teorema 8 terá importância fundamental nos capítulos posteriores. 
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TEOREMA 8 


p 

* * * 

* * * 

* * * 


* * 
* * 
* * 


FIGURA 3 S ep>n, as colunas 
serão linearmente dependentes. 



FIGURA 4 Um conjunto linear¬ 
mente dependente em R 2 . 


Se um conjunto contiver mais vetores que o número de componentes de cada vetor, então o conjunto 
será linearmente dependente. Em outras palavras, todo conjunto {v } ,..., v } em IR" é linearmente 
dependente s ep>n. 


DEMONSTRAÇÃO Seja A = [Vj ... v ]. Então A é uma matriz n * p, e a equação Ax = 0 corres¬ 
ponde a um sistema de n equações e p incógnitas. Se p > n, então existirão mais variáveis que 
equações e, portanto, existirá alguma variável livre. Assim, Ax = 0 tem solução não trivial, e as 
colunas de A são linearmente dependentes. Veja a Figura 3 para uma versão matricial deste teo¬ 
rema. ■ 

Cuidado: O Teorema 8 não diz nada sobre o caso em que o número de vetores do conjunto não ul¬ 
trapassa o número de componentes de cada vetor. 


EXEMPLO 5 


Os vetores^], [_*],[ ]] 


são linearmente dependentes pelo Teorema 8, já que 


existem três vetores no conjunto e apenas duas componentes em cada vetor. Observe, no entanto, que 
nenhum dos vetores é múltiplo de um dos outros. Veja a Figura 4. ■ 


TEOREMA 9 


Se um conjunto S = ..., vj em IR" contiver o vetor nulo, então o conjunto será linearmente 

dependente. 


DEMONSTRAÇÃO Reordenando os vetores, podemos supor que \ l = 0. Então a equação lv t + 0v 2 
+ ... + Ov^ = 0 mostra que S é linearmente dependente. ■ 


EXEMPLO 6 Determine, por simples inspeção, se o conjunto dado é linearmente dependente. 




1 


2 


3 


4 


2 


0 


1 

a. 

7 


0 

5 

1 


1 

b. 

3 


0 

> 

1 


6 


9 


5 


8 


5 


0 


8 


SOLUÇÃO 

a. O conjunto contém quatro vetores, cada um dos quais com apenas três componentes. Portanto, 
pelo Teorema 8, o conjunto é linearmente dependente. 

b. O Teorema 8 não se aplica aqui porque o número de vetores não excede o número de componentes 
de cada vetor. Como o vetor nulo pertence ao conjunto, o conjunto é linearmente dependente pelo 
Teorema 9. 

c. Ao compararmos as componentes correspondentes dos dois vetores, parece que o segundo vetor 

é -3/2 vezes o primeiro vetor. Essa relação vale para as primeiras três componentes, mas falha 
para a quarta. Assim, nenhum dos vetores é múltiplo do outro, e, portanto, eles são linearmente 
independentes. ■ 

De modo geral, você deve ler cada seção cuidadosamente diversas vezes para absorver um concei¬ 
to importante como a independência linear. Por exemplo, a demonstração a seguir deve ser lida com 
cuidado porque ilustra como a definição de independência linear pode ser usada. 

DEMONSTRAÇÃO DO TEOREMA 7 (Caracterização dos Conjuntos Linearmente Dependentes) 

Se algum v em S for uma combinação linear dos outros vetores, então v poderá ser subtraído dos 
dois lados da equação, produzindo uma relação de dependência linear com uma constante não nula 
(-1) para v, [Por exemplo, se = c 2 \ 2 + c 3 v 3 , então 0 = (-1) \ l + c 2 \ 2 + c 3 v 3 + 0v 4 + ... + 0\ p .] Logo, 
S é linearmente dependente. 

De forma recíproca, suponha que S seja linearmente dependente. Se Vj for o vetor nulo, então ele 
será combinação linear (a trivial) dos outros vetores de S. Caso contrário, \ { * 0 e existem constantes 
c , nem todas nulas, tais que 

CjVi -I- c 2 v 2 H-h c p Vp = 0 

Seja j o maior índice para o qual c.* 0. S ej= 1, então c l \ l = 0, o que é impossível porque Vj ^ 0. 
Portanto, j > 1 e 
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C\ V| + * * * + Cj \ j H- Ovy + | + ‘"Tv;Tp 

C/V/ 


■ + 0v p 
CjYj 

V/ 


0 

-ClVi- C j — l Vy — 1 



PROBLEMAS PRÁTICOS 



3" 


6~ 


0“ 


3" 

Sejam u = 

2 

-4 

, v — 

1 

7 

, w — 

-5 

2 

e z = 

7 

-5 


1. Os conjuntos {u, v}, {u, w}, {u, z}, {v, w}, {v, z} e {w, z} são, cada um deles, linearmente in¬ 
dependentes? Por quê? 

2. A resposta do Problema 1 implica {u, v, w, z} ser linearmente independente? 

3. Para determinar se {u, v, w, z} é linearmente dependente, seria interessante verificar se, digamos, 
w é combinação linear de u, v e z? 

4. O conjunto {u, v, w, z} é linearmente dependente? 


1.7 EXERCÍCIOS 


Nos Exercícios 1 a 4, determine se os vetores são linearmente indepen¬ 
dentes. Justifique cada resposta. 


"5“ 


7“ 


9“ 


"0“ 


0“ 


"-1“ 

0 

, 

2 


4 

2. 

2 

, 

0 

, 

3 

0 


-6 


-8 


3 


-8 


1 



Nos Exercícios 5 a 8, determine se as colunas da matriz dada formam um 
conjunto linearmente independente. Justifique cada resposta. 


5. 


0 

2 

-1 

1 




7. 



4 

-7 

-5 


-3 

5 

7 


0 

I 

5 



Nos Exercícios 9 e 10: (a) Para que valores de h o vetor v 3 pertence a 
X{Vj, v 2 }? (b) Para que valores àcho conjunto {v p v 2 , v 3 } é linearmente 
dependente ? Justifique cada resposta. 


1 " 


"-3“ 


5“ 

-3 

2 _ 

1 ' 

,v 2 = 

9 

_ — 6 _ 

"-3" 

, v 3 = 

-7 

h_ 

2" 

3 

-5 

. v 2 = 

9 

15 

, v 3 = 

-5 

h 


Nos Exercícios 11 a 14, determine o(s) valor(es) de h que toma os vetores 
linearmente dependentes. Justifique cada resposta. 



" 2" 


4' 


"-2" 


3“ 


"-6“ 


“9“ 

11. 

-2 


-6 


2 

12. 

-6 


4 

f 

h 


4_ 


7_ 


h_ 


1 _ 


3_ 


_ 3 _ 


r 


"-2“ 


3" 


1 “ 


’-3“ 


"2“ 

13. 

5 


-9 


h 

14. 

-2 

, 

7 


1 


-3 


6 


-9 


-4 


6 


h 


Determine, por simples inspeção, se os vetores dos Exercícios 15 a 20 
são linearmente independentes. Justifique cada resposta. 




—3 

6 

-12 






"-8" 


r 2 i 


1 


-2 


0 

19. 

12 


- 3 

20. 

4 

, 

5 

, 

0 


-4 


.-O 


-7 


3 


0 


Nos Exercícios 21 e 22, marque cada afirmação como Verdadeira ou Falsa. 
Justifique cada resposta com base em uma leitura cuidadosa do texto. 

21. a. As colunas de uma matriz A são linearmente independentes se 

a equação Ax = 0 tiver a solução trivial. 

b. Se S for um conjunto linearmente dependente, então cada vetor 
será uma combinação linear dos outros vetores em S. 

c. As colunas de qualquer matriz 4 x 5 são linearmente dependentes. 

d. Se x e y forem linearmente independentes e se {x, y, z} for li¬ 
nearmente dependente, então zpertencerá aí{x,y}. 

22. a. Se u e v forem linearmente independentes e w pertencer aí{u, 

v}, então {u, v, w} será linearmente dependente. 

b. Se três vetores em [R 3 pertencerem a um mesmo plano em [R 3 , 
então eles serão linearmente dependentes. 

c. Se um conjunto contiver menos vetores que o número de com¬ 
ponentes de cada vetor, então o conjunto será linearmente inde¬ 
pendente. 

d. Se um conjunto em IR” for linearmente dependente, então o con¬ 
junto conterá mais que n vetores. 

Nos Exercícios 23 a 26, descreva as formas escalonadas possíveis da 
matriz. Use a notação do Exemplo 1 na Seção 1.2. 

23. A é uma matriz 2x2 com colunas linearmente dependentes. 

24. A é uma matriz 3x3 com colunas linearmente independentes. 

25. A é uma matriz 4 x 2, A = [a t a 2 ] e a 2 não é múltiplo de a r 

26. A é uma matriz 4 x 3, A = [aj a 2 a 3 ] tal que {a p a 2 } é linearmente 
independente c a 3 não pertence a X{a , a 2 }. 

27. Quantas colunas pivôs uma matriz 6x4 tem de ter se suas colunas 
forem linearmente independentes? Por quê? 
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CAPÍTULO 1 


28. Quantas colunas pivôs uma matriz 4x6 tem de ter se suas colunas 
gerarem [R 4 ? Por quê? 

29. Construa matrizes A e B, 3x2, tais que Az = 0 tem uma solução 
não trivial, mas Bz = 0 só tem a solução trivial. 

30. a. Preencha o espaço vazio (sublinhado) na seguinte afirmação: 

“Se A for uma matriz m x n, então as colunas de A serão linear¬ 
mente independentes se e somente se A tiver_colunas 

pivôs.” 

b. Explique por que a afirmação em (a) é verdadeira. 


Os Exercícios 31 e 32 devem ser resolvidos sem realizar qualquer opera¬ 
ção elementar. [Sugestão: Escreva Az - 0 como uma equação vetorial.] 


31. Dada a matriz A = 


2 3 5 

-5 1 -4 

-3-1-4 
1 0 1 


, note que a terceira coluna é 


a soma das duas primeiras. Determine uma solução não trivial de 
Az = 0. 


32. Dada a matriz A 



-5 


4 

7 


, observe que a primeira co¬ 


luna menos três vezes a segunda é igual à terceira. Determine uma 
solução não trivial de Az = 0. 


Cada afirmação nos Exercícios 33 a 38 é verdadeira (em todos os ca¬ 
sos) ou falsa (para pelo menos um exemplo). Se for falsa, construa um 
exemplo particular mostrando que a afirmação nem sempre é verdadei¬ 
ra. Tal exemplo é chamado um contraexemplo para a afirmação. Se for 
verdadeira, justifique. (Um caso particular não justifica a validade de 
uma afirmação verdadeira. Vai ser preciso trabalhar mais aqui que nos 
Exercícios 21 e 22.) 


33. Se v p ..., v 4 estiverem em [R 4 e v 3 = 2Vj + v 2 , então {v,, v 2 , v 3 , v 4 } 
será linearmente dependente. 

34. Se v , v 2 estiverem em [R 4 e v 2 não for múltiplo escalar de v , então 
{v ( , v 2 } será linearmente independente. 

35. Se Vj,..., v 5 estiverem em [R 5 e v 3 = 0, então fy, v 2 , v 3 , v 4 , v 5 } será 
linearmente dependente. 


36. Se Vj, v 2 , v 3 estiverem em [R 3 e v 3 não for uma combinação linear 
de Vj e v 2 , então {v p v 2 , vj será linearmente independente. 

37. Se Vj, ...» v 4 estiverem em IR 4 e {Vj, v 2 , v 3 } for linearmente de¬ 
pendente, então {v,, v 2 , v 3 , v 4 } também será linearmente depen¬ 
dente. 

38. Se {v,,..v 4 } for um conjunto de vetores linearmente independente 
em [R 4 , então {v p v 2 , v 3 } também será linearmente independente. 
[Sugestão: Considere + x 2 v 2 + jc 3 v 3 + 0 • v 4 = 0.] 

39. Suponha que A seja uma matriz mxn com a propriedade que, para 
todo b em [R m , a equação Az = b tenha no máximo uma solução. Use 
a definição de independência linear para explicar por que as colunas 
de A têm de ser linearmente independentes. 

40. Suponha que uma matriz A mxn, tenha n colunas pivôs. Explique 
por que, para cada b em IR'", a equação Az = b tem no máximo uma 
solução. [Sugestão: Explique por que Az = b não pode ter uma in¬ 
finidade de soluções.] 

[M] Nos Exercícios 41 e 42, use tantas colunas de A quantas forem pos¬ 
síveis para montar uma matriz B com a propriedade de que a equação 
Bz = 0 só tenha a solução trivial. Faça a verificação resolvendo a equa¬ 
ção Bz = 0. 

-4 10 7 -4” 

-3 -7-11 15 

3 5 2 1 

-7 23 4 15 


10 -6 8 4 -14" 

-6 4-5-7 9 

9 -9 9 9 -18 

-3 -10-8 1 

7-5 6 1 -11 _ 

43. [M] Com A e B como no Exercício 41, escolha uma coluna v de A que 
não tenha sido usada na construção de B e determine se v pertence 
ao conjunto gerado pelas colunas de B. (Descreva seus cálculos.) 

44. [M] Repita o Exercício 43 com as matrizes A e B do Exercício 42. 
Depois, justifique o que você encontrou, supondo que B foi obtida 
como especificado. 


41. A = 


42. A = 


12 

-7 

9 

-4 

8 



SOLUÇÕES DOS PROBLEMAS PRÁTICOS 

1. Sim. Em cada caso, nenhum dos vetores é múltiplo do outro. Assim, cada conjunto é linear- 
mente independente. 

2. Não. A observação do Problema 1, por si só, não diz nada sobre a independência linear de 
{u,v, w, z}. 

3. Não. Ao testar a independência linear, não é uma boa ideia, em geral, verificar se um dos veto¬ 
res é uma combinação linear dos demais. Pode acontecer de o vetor escolhido não ser combi¬ 
nação linear dos demais e, mesmo assim, todo o conjunto ser linearmente dependente. Nesse 
problema, w não é combinação linear de u, v e z. 

4. Sim, pelo Teorema 8. Existem mais vetores (quatro) que componentes (três) em cada um. 


1.8 


INTRODUÇÃO ÀS TRANSFORMAÇÕES LINEARES 


A diferença entre uma equação matricial Ax = b e a equação vetorial associada *i a i + -+*A = 
b é uma mera questão de notação. No entanto, uma equação matricial Ax = b pode surgir na ál¬ 
gebra linear (e em aplicações como computação gráfica e processamento de sinais) de maneira a 
não estar diretamente ligada a combinações lineares de vetores. Isso acontece quando pensamos 
na matriz A como um objeto que “age” sobre um vetor x, por multiplicação, produzindo um novo 
vetor chamado Ax. 
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Por exemplo, as equações 


[4-3 1 3] 

T 

1 

r 5 1 

r 4 —3 1 31 

1 

4 

[2 0 5 lj 

1 

= M 

e [2 0 5 lj 

-1 

t 

1 

t 

t 

t 

3 

t 

A 

X 

b 

A 

u 



dizem que a multiplicação por A transforma x em b e transforma u no vetor nulo. Veja a Figura 1. 


multiplicação 



FIGURA 1 Transformando vetores por meio da multiplicação por matrizes. 


Sob esse novo ponto de vista, resolver a equação Ax = b significa determinar todos os vetores x 
em [R 4 que são transformados no vetor b em IR 2 sob a “ação” da multiplicação por A. 

A correspondência de x para Ax é uma Junção de um conjunto de vetores em outro. Esse conceito 
generaliza a noção usual de função, que é uma regra que transforma um número real em outro. 

Uma transformação (ou função, ou aplicação) T de IR" em R m é uma regra que associa a cada 
vetor x em IR" um vetor T (x) em IR W . O conjunto IR" é o domínio de T e (R™ é o contradomínio de 
T. A notação 7": IR" —> IR" 1 indica que o domínio de T é IR" e o contradomínio é IR" 1 . Para x em IR", o 
vetor T (x) em R m é chamado imagem de x (sob a ação de 7). O conjunto de todas as imagens T (x) 
é denominado imagem de T. Veja a Figura 2. 


\ — ~ _! 

JM 

1/jR" 

V 

, \ 


Domínio 


Contradomínio 


FIGURA 2 Domínio, contradomínio e imagem de T : Q&" —» R m . 


A nova terminologia nesta seção é importante porque uma visão dinâmica da multiplicação de 
matriz por vetor é a chave para a compreensão de diversos conceitos de álgebra linear e a construção 
de modelos matemáticos de sistemas físicos que evoluem com o tempo. Esses sistemas dinâmicos 
serão discutidos nas Seções 1.10, 4.8,4.9 e ao longo do Capítulo 5. 


Transformações Matriciais 

O restante desta seção trata de aplicações associadas à multiplicação de matrizes. Para cada x em 
[R", T (x) é dado por Ax, em que A é uma matriz mxn. Para simplificar, muitas vezes denotamos 
essa transformação matricial por x •— Ax. Observe que o domínio de T é IR" quando A tem n co¬ 
lunas, e o contradomínio de T é IR W quando cada coluna de A tem m elementos. A imagem de T 
é o conjunto de todas as combinações lineares das colunas de A , já que cada imagem T (x) é da 
forma Ax. 
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•„=l 

[- 5 ] 




EXEMPLO 1 Sejam A = 


1 

3 

-1 


—3 

5 

7 




c = 


e defina a transfor¬ 


mação T : U 2 ->W por T (x) = Ax, de modo que 



1 

-3“ 

M- 

<N 

H 

m 

1 

Ax = 

3 

5 

3x\ 5 x 2 


-1 

7 

lx 2 ] 

_—X\ 4- lx 2 _ 


a. Calcule T (u), a imagem de u pela transformação T. 

b. Encontre um vetor x em R 2 cuja imagem por Té b. 

c. Existe mais de um x cuja imagem por T é b? 

d. Determine se c pertence à imagem da transformação T. 

SOLUÇÃO 

a. Calcule 

T(u) = Au = 

b. Resolva T (x) = b para x. Ou seja, resolva Ax = b, ou 


i 

cr) m 

1 

m 

1_ 

r ;i- 

5“ 

1 

_ —! 7 _ 

L-U 

-9 


1 

3 

i 

1 

M- 

3“ 

2 

-1 

7 _ 

L*2 J 

-5 


Usando o método da Seção 1.4, escalone a matriz aumentada: 


1 

-3 

3“ 


1 

-3 

3" 


“ 1 

-3 

3“ 


'1 

0 

1,5“ 

3 

5 

2 


0 

14 

-7 


0 

1 

-0,5 


0 

1 

-0,5 

-1 

7 

-5 


0 

4 

-2 


0 

0 

0 


0 

0 

0 


( 1 ) 


( 2 ) 


Portanto, x l = 1,5, x 2 = -0,5 e x = 


1,5 

-0,5 


. A imagem de x por Té o vetor dado b. 


c. Todo x cuja imagem por Té b tem de satisfazer (1). De (2), é claro que a equação (1) tem uma 
única solução. Portanto, existe exatamente um x cuja imagem é b. 

d. O vetor c está na imagem de T se c for a imagem de algum x em R 2 , ou seja, se c = 71(x) para algum 
x. Essa é outra maneira de perguntar se o sistema Ax = c é consistente. Para determinar a resposta, 
escalone a matriz aumentada: 


1 -3 

3“ 


■ 1 -3 

3“ 


" 1 

-3 

3“ 


" 1 

-3 

3" 

3 5 

2 

'V 

0 

14 

-7 


0 

1 

2 

'V 

0 

1 

2 

-1 7 

5 


_0 

4 

8 


0 

14 

-7 


0 

0 

-35 


deT. 


o sistema é impossível. Portanto, c não está na imagem 

■ 


A pergunta no Exemplo l(c) é um problema de unicidade para um sistema de equações linea¬ 
res, traduzido, agora, para a linguagem de transformação matricial: b é a imagem de um único x 
em R n l Analogamente, o Exemplo l(d) é um problema de existência : existe um x cuja imagem 
é c? 

As próximas duas transformações matriciais podem ser visualizadas de forma geométrica. 
Elas reforçam a abordagem dinâmica de uma matriz como sendo um objeto que transforma ve¬ 
tores em outros vetores. A Seção 2.7 contém outros exemplos interessantes ligados à computa¬ 
ção gráfica. 



EXEMPLO 2 Se 4 = 

plano x x x v pois 


x\ 

*2 

*3 


. então a transformação xb^x projeta os pontos em IR 3 no 


X\ 

x2 

X3 


X\ 

X2 

0 


FIGURA 3 Uma projeção. 


Veja a Figura 3. 
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EXEMPLO 3 Seja A = 


. A transformada T: IR 2 


definida por T (x) = Axé chamada 


uma transformação de cisalhamento. Pode-se mostrar que, se T for aplicado em cada ponto do qua¬ 
drado 2x2 ilustrado na Figura 4, então o conjunto das imagens formará o paralelogramo sombrea¬ 
do. A ideia-chave é mostrar que T transforma segmentos de reta em segmentos de reta (como é mos¬ 
trado no Exercício 27) e depois verificar que os vértices do quadrado são transformados nos vértices 


roi 'r/ \ n 31 roi rói 

do paralelogramo. Por exemplo, a imagem do ponto u = 0 é ' (u) = q \ 2 = 2 ’ e a 

m r i 3 1 r 21 _ m 

imagem de 7 é q 1 2 ~ 2 ’ ^ deforma o quadrado transladando a aresta superior para 

a direita e mantendo a inferior fixa. Transformações de cisalhamento aparecem na física, geologia e 
cristalografia. ■ 




FIGURA 4 Um cisalhamento. 

Transformações Lineares 

O Teorema 5 na Seção 1.4 mostra que se A for m x n, então a transformação x h» Ax terá as proprie¬ 
dades 

i4(u + v) = Au 4- A\ e A(c\) = cAv 

para todos os vetores u, v em IR" e todos os escalares c. Essas propriedades, reescritas em notação 
funcional, identificam a classe mais importante de transformações em álgebra linear. 


DEFINIÇÃO 


Uma transformação (ou aplicação) T é linear se: 

(i) r(u + v) = r(u) + r (v) para todos os vetores u, v no domínio de T; 

(ii) T (cv) = cT (v) todos os escalares c e para todo v no domínio de T. 


Toda transformação matricial é uma transformação linear. Exemplos importantes de transformações 
lineares que não são transformações matriciais serão discutidos nos Capítulos 4 e 5. 

As transformações lineares preservam as operações de soma de vetores e multiplicação por es¬ 
calar. A propriedade (i) diz que o resultado de T (u + v), que primeiro soma u e v em R" e, depois, 
aplica r, é o mesmo que aplicar T primeiro a u e a v e, depois, somar 7\u) e T (v) em (R" ! . Essas duas 
propriedades levam facilmente aos seguintes fatos úteis. 


Se T for uma transformação linear, então 


o 

II 

O 

(3) 

T(cx + dw) = cT(\) + dT(w) 

(4) 


para todos os vetores v, w no domínio de T e todos os escalares c, d. 


A propriedade (3) segue da condição (ii) na definição, pois T (0) = T (0v) = 07 7 (v) = 0. A proprie¬ 
dade (4) requer tanto (i) quanto (ii): 

T(c\ + dw) = T(c\) 4- T(dyv) = cT(\) -f dT(yv) 

Observe que, se uma transformação satisfizer (4) para todo v, w ec, d , então ela terá de ser linear. (Es¬ 
colha c = d = 1 para mostrar que a soma é preservada e escolha d = 0 para mostrar que a multiplicação 
por escalar é preservada.) Aplicações seguidas de (4) produzem a seguinte generalização, que é útil: 
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CAPÍTULO 1 


r(c,v, +-h c p \p) = C]T(v\) H-h c p T(\p) 


( 5 ) 


Na engenharia e na física, a equação (5) é conhecida como princípio da superposição. Pense em v , 
..v como sinais que chegam a um sistema e em T (Vj),.. T (v p ) como as respostas do sistema aos 
sinais. O sistema satisfaz o princípio da superposição quando: sempre que a entrada for representada 
como uma combinação linear desses sinais, a resposta do sistema é representada pela mesma combi¬ 
nação linear das respostas dos sinais individuais. Voltaremos a essa ideia no Capítulo 4. 


EXEMPLO 4 Dado um escalar r, defina 7": [R 2 —> [R 2 por T (x) = r\.Té chamada uma contração quan¬ 
do 0 < r < 1 e uma dilatação quando r > 1. Seja r — 3 e mostre que T é uma transformação linear. 


SOLUÇÃO Sejam v, w vetores em IR 2 e c, d escalares. Então 

T(c\ 4- dvf) = 3(cv 4- c/w) Definição de T 

= 3cv + 3 dw l 

, > Aritmética vetorial 

= c(3v) + d( 3w) \ 

= cT(y) + dT( w) 

Portanto, T é uma transformação linear porque satisfaz (4). Veja a Figura 5. ■ 



FIGURA 5 Uma dilatação. 


1 por 


EXEMPLO 5 Defina uma transformação linear T : U 2 - 

TW -[" "òKHi] 


Encontre as 


imagens por rdeu=^j,v = ^ j eu + v=^j. 


SOLUÇÃO 


-l 

0 


T(u)= ['»][']“ ['*]■ n,l= [? 


][?] 



Note que T (u + v) é obviamente igual a T (u) + T (v). Fica aparente, na Figura 6, que T gira u, v e 
u + v no sentido trigonométrico (anti-horário) de 90°. Na verdade, T transforma todo o paralelogramo 
determinado por uevno paralelogramo determinado por T(u) e T (v). (Veja o Exercício 28.) ■ 


T(u + v) 

- 



T 

T(u) 

u + V 

0 

\ j 



1 



• 

i i i i i 

u 

1 1 1 1 1 1 

i i i i i 

1 1 1 1 1 1 


FIGURA 6 Uma rotação. 
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O último exemplo não é geométrico; ao contrário, ele mostra como uma aplicação linear pode 
transformar um tipo de dados em outro. 


EXEMPLO 6 Uma empresa fabrica dois produtos, B e C. Usando os dados do Exemplo 7 na Seção 
1.3, construímos uma matriz de “custo unitário”, U = [b c], cujas colunas descrevem o “custo por 
real de produção” para os produtos: 

Produto 



B 

C 



"0,45 

0,40 ' 

Materiais 

u = 

0,25 

0,35 

Mão de obra 


0,15 

0,15 

Outros 


Seja x = (Xj, x 2 ) um vetor de “produção”, correspondendo a reais do produto B e x 2 reais do produto 
C, e defina T: R 2 —» R 3 por 


T(\) = Ux = x i 


"0,45" 


0,40" 


Custo total de materiais 

0,25 

+ *2 

0,30 

= 

Custo total de mão de obra 

0,15 


0,15 


Outros custos 


A aplicação T transforma a lista de quantidades produzidas (medidas em reais) em uma lista de custo 
total. A linearidade dessa aplicação é refletida de duas formas: 

1. Se a produção for aumentada de um fator, digamos, 4, de x para 4x, então os custos aumentarão 
pelo mesmo fator, de T (x) para 4 T (x). 

2. Se x e y forem vetores de produção, então o vetor de custo total associado à produção x + y será 

precisamente a soma dos vetores de custo 7(x) e T (y). ■ 


PROBLEMAS PRÁTICOS 


1. Seja T : R 5 —> U 2 tal que T (x) = ^4x para alguma matriz A e cada x em IR 5 . Quantas linhas e 
quantas colunas a matriz A tem? 

2. Seja A = q ^ . Dê uma descrição geométrica da transformação xh ->Ax. 


3. O segmento de reta de 0 ao vetor u é o conjunto dos pontos da forma ta, em que 0 < t < 1. Mos¬ 
tre que uma transformação linear Tleva esse segmento de reta no segmento de 0 a T(u). 


1.8 EXERCÍCIOS 


1. Seja 


ja/l = [o 2 } 


e defina 7": IR 2 —► IR 2 por T (x) = Ax. Calcule 


Defi¬ 


as imagens por Tdeu=|^ ^Jev 


] 



■i 0 0 


3“ 


a 

2. Sejam A = 

Ó i 0 

, U = 

6 

e v = 

b 


0 Ó i 


-9 


c 


na T : I 


> IR 3 por T(x) =Ax. Calcule T(u) e T(y). 

Nos Exercícios 3 a 6, encontre um vetor x cuja imagem por Té b, em que 
T é dada por T (x) = Ax , e determine se este x é único. 


3. A = 


7. Seja A uma matriz 6x5. Quais os valores d ca zb que fazem com 
que T : U a —► IR Ò possa ser definida por T (x) = Ax? 

8. Quantas linhas e colunas é preciso que a matriz A tenha para que 
se possa definir uma aplicação de IR 5 em IR 7 pela regra 
T (x) = Ax? 

Nos Exercícios 9 e 10, encontre todos os vetores x em IR 4 que são trans¬ 
formados no vetor nulo pela aplicação x h-> Ax. 

'1-3 5-5' 

0 1-35 


9. A = 


4 -4 


1 

0 

-3“ 


“ _2 " 


"3 

2 

10 

-6“ 

3 

1 

6 

b = 

3 

10. A = 

1 

0 

2 

-4 

2 

-2 

-1 _ 


-1 

0 

1 

2 

3 







1 

4 

10 

8 


II 

rf 

1 

m m 

1 

CM —' 

1 

— O 

1_ 

. b = 

1 - 

VO Tt- 
1 1 

5. A = | 

_2 -5 6 _ 

r 1 — 5—7 

L —3 7 5 

]•■- 

íi 

6. A = 

"1-3 2" 

3-8 8 

0 1 2 

, b = 

1“ 

6 

3 


1 0 8 


10 


11. Sejam b = 


-1 

1 

0 


e A a matriz no Exercício 9. O vetor b está na 


imagem da transformação linear x i—> Ax? Por quê? 

-1 

e A a matriz no Exercício 10. O vetor b está na 


3 

-1 

4 


12. Sejam b = 

imagem da transformação linear x h-> Ax? Por quê? 
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56 CAPÍTULO 1 


Nos Exercícios 13 a 16, use um sistema de coordenadas retangula¬ 
res para desenhar os vetores u=L l v = ~ e suas imagens sob 


a transformação T. (Faça desenhos separados e razoavelmente grandes 
para cada exercício.) Descreva geometricamente o efeito da aplicação T 
em cada vetor x em IR 2 . 

“• -!][ 2 ] 

,4 -™-[» °][í;] 

,s - :][;;] 


17. Seja T : U 2 — > IR 2 a transformação linear que leva u = ^jcm|^‘|j 
ev=j^Jem|^ | J. Use o fato de que T é linear para encon¬ 
trar as imagens pela transformação T de 2u, 3v e 2u + 3v. 

18. A figura a seguir mostra os vetores u, v e w junto com suas imagens 
r(u) e T (v) pela transformação linear T : IR 2 —> IR 2 . Copie essa figu¬ 
ra com cuidado e desenhe a imagem T (w) da maneira mais precisa 
possível. [Sugestão: Escreva, primeiro, w como combinação linear 
de u e v.] 



19. Sejam [j].« 2 -[?].*-[ 5] e jr, - [ J] e T : 
IR 2 —► IR 2 a transformação linear que leva em e e 2 em y 2 . En¬ 
contre as imagens dc |" j e 

] 

transformação linear que leva x emx^ + jc 2 v 2 . Encontre uma matriz 
A tal que T (v) = A\ para todo v em IR 2 . 

Nos Exercícios 21 e 22, marque cada afirmação como Verdadeira ou Fal¬ 
sa. Justifique cada resposta. 

21. a. Uma transformação linear é um tipo especial de função. 

b. Se A for uma matriz 3 x 5 e T for a transformação definida por 
T (x) = Ax, então o domínio de T será IR 3 . 

c. Se A for uma matriz m x n, então a imagem da transformação x 
i-> Ax será IR m . 

d. Toda transformação linear é uma transformação matricial. 

e. A transformada T é linear se e somente se T (CjVj + c 2 v 2 ) -c x T 
( v i) + c 2 T (v 2 ) para todo v p v 2 no domínio de T e para todos os 
escalares c, e c r 

22. a. A imagem da transformação x h-> Ax é o conjunto de todas as 

combinações lineares das colunas de^4. 

b. Toda transformação matricial é uma transformação linear. 

c. Se T : IR” —> (R m for uma transformação linear e c estiver em IR"', 
então uma pergunta sobre unicidade: “Será que c está na imagem 
de 77” 


20. Sejam x 


-[£]•--[ 



d. Uma transformação linear preserva as operações de soma de 
vetores e multiplicação por escalar. 

e. Uma transformação linear 7": IR” —> IR" 1 sempre leva a origem 
de IR" na origem de IR m . 

23. Defina/: IR —> IR por f (x) = mx + b. 

a. Mostre que/é uma transformação linear quando b = 0. 

b. Encontre uma propriedade de transformações lineares que não 
é válida se b * 0. 

c. Por que em alguns livros/é chamada uma função linear? 

24. Uma transformação afim T : IR" —> IR m tem a forma Ax + b, cm que 
A é uma matriz wxnebé um vetor em IR'". Mostre que T não é 
uma transformação linear se b * 0. 

25. Dados v^Oepem IR”, a reta contendo p na direção de v tem como 
equação paramétrica x = p + 1\. Mostre que uma transformação li¬ 
near T : IR” —> IR" transforma essa reta em outra reta ou em um ponto 
(uma reta degenerada ). 

26. a. Mostre que a reta contendo os pontos p e q em IR” pode ser es¬ 

crita na forma paramétrica como x = (1 - f)p + tq. (Refira-se à 
figura correspondente aos Exercícios 21 e 22 na Seção 1.5.) 
b. O segmento de reta de p a q é o conjunto de pontos da forma 
(1 - /)p + tq para 0 < t < 1 (como mostra a figura a seguir). Mos¬ 
tre que uma transformação linear T leva esse segmento de reta 
em um segmento de reta ou em um único ponto. 



27. Sejam u, v vetores linearmente independentes cm IR 3 e seja P o 
plano contendo u, v e 0. A equação paramétrica de P é x = su + t\ 
(com s, t em IR). Mostre que uma transformação linear T : IR 3 -> IR 3 
transforma P em um plano contendo 0, ou em uma reta contendo 0 
ou apenas na origem em IR 3 . O que precisa acontecer com T(u) e T 
(v) para que a imagem do plano P seja um plano? 

28. Sejam u e v vetores em IR". Podemos mostrar que o conjunto P de 
todos os pontos limitados pelo paralelogramo determinado por u e 
v é da forma au + b\, com 0<a<le0<ò<l. Seja T: IR” —> IR m 
uma transformação linear. Explique por que a imagem por T de um 
ponto de P pertence à região limitada pelo paralelogramo determi¬ 
nado por rfujer (v). 

29. Seja T : IR 2 —> IR 2 a transformação linear que reflete cada ponto em 
relação ao eixo dos x 2 . Faça dois desenhos semelhantes ao da Fi¬ 
gura 6 que ilustrem as propriedades (i) e (ii) de uma transformação 
linear. 

30. Suponha que os vetores v p ..., gerem IR” e seja 7": IR" —> IR" uma 
transformação linear. Suponha que T (v.) = 0 para 1=1,...,/?. Mos¬ 
tre que T é a transformação nula, ou seja, mostre que T(x) = 0 para 
todo x em IR”. 

31. Seja T: IR” -» IR m uma transformação linear e seja {v p v 2 , v 3 } um 
conjunto linearmente dependente em IR”. Explique por que o con¬ 
junto {7^), T (v 2 ), T(v 3 )} é linearmente dependente. 

Nos Exercícios 32 a 36, os vetores colunas estão escritos como linhas, 

como x = (jCp x 2 ), e T (x) está escrito como T (x { , x 2 ). 

32. Mostre que a transformação T definida por T (jc p x 2 ) = (x l - 2[* 2 |, 
x x - 4jc 2 ) não é linear. 

33. Mostre que a transformação T definida por T (x p jc 2 ) = (jtj - 2 jc 2 , 
jCj — 3, 2jCj — 5* 2 ), não é linear. 

34. Seja T : IR 3 —> IR 3 a transformação que reflete cada vetor x = (x,, jc 2 , 
x 3 ) em relação ao plano x 3 = 0, levando-o ao vetor T (x) = (x {i x 2 , 
-x 3 ). Mostre que T é uma transformação linear. [Veja o Exemplo 4 
para ideias.] 


Baixado por Carlos Eduardo Pedroso Milleto (eduardomilleto478@gmail.com) 







Equações Lineares na Álgebra Linear 57 


35. Seja T : W —> [R 3 a transformação que projeta cada vetor x = (x p 
x 2 , r 3 ) sobre o plano x 2 = 0, de modo que T (x) = (x { , 0, x 3 ). Mostre 
que T é uma transformação linear. 

36. Seja T : IR” — > IR'" uma transformação linear. Suponha que {u, v} 
seja um conjunto linearmente independente, mas {T( u), T (v)} seja 
um conjunto linearmente dependente. Mostre que T(x) = 0 tem uma 
solução não trivial. [Sugestão: Use o fato de que aT (u) + bT (v) = 
0 para pesos a , b com pelo menos um deles diferente de zero.] 

[M] Em cada um dos Exercícios 37 e 38, a matriz dada determina uma 
transformação linear T. Encontre todos os x tais que T (x) = 0. 


2 

3 

5 

-5“ 


"3 

4 

-7 

0“ 

-7 

7 

0 

0 

38. 

5 

-8 

7 

4 

-3 

4 

1 

3 

6 

-8 

6 

4 

-9 

3 

-6 

-4 


9 

-7 

-2 

0 


39. [M] Seja b = 


8 

7 

5 

-3 


e seja A a matriz do Exercício 37. O vetor b 


pertence à imagem da transformação x h-» Ax? Se for o caso, de¬ 
termine um vetor x cuja imagem pela transformação seja b. 


40. [M] Seja b = 


-4 

-7 


e seja A a matriz do Exercício 38.0 vetor b 


está na imagem da transformação x I-» Ax? Se for o caso, deter¬ 
mine um vetor x cuja imagem pela transformação seja b. 


V 

1 1*1 1 

A 

* 

A 

1 

u 

» 

X 

• 

1 1 

1 1 1 1 

1 

1 i 

A\ 


• 


< 

t Ax 


u 


A transformação x h-> Ax. 


SOLUÇÕES DOS PROBLEMAS PRÁTICOS 

1. A matriz A tem de ter cinco colunas para que Ax esteja definida e tem de ter duas linhas para 
que o contradomínio de T seja ÍR 2 . 

2. Coloque alguns pontos aleatórios (vetores) em um papel milimetrado para ver o que acontece. 
Um ponto como (4, 1) é transformado em (4, -1). A transformada x h-> Ax reflete pontos em 
relação ao eixo dos x (ou eixo x { ). 

3. Seja x = tu para algum t tal que 0 < t < 1. Como T é linear, T (fti) = tT (u), que é um ponto no 
segmento de reta que une 0 a T (u). 



A MATRIZ DE UMA TRANSFORMAÇÃO LINEAR 


Sempre que uma transformação linear aparece geometricamente ou é descrita em palavras, em geral 
queremos uma “fórmula” para T(x). A discussão a seguir mostra que toda transformação linear de R n 
em [R m é, de fato, uma transformação matricial x^ylxe propriedades importantes da transformação T 
estão intimamente relacionadas a propriedades conhecidas de A. A chave para se determinará é notar 
que T fica por completo determinada pela sua ação nas colunas da matriz identidade nxn,I n . 



EXEMPLO 1 As colunas de h = j j são ei = ^ j e e 2 = ^ j. Suponha que T seja 
transformação linear de IR 2 em W tal que 


uma 




5 

-7 

2 


e r(e 2 ) = 


-3 

8 

0 


Sem nenhuma informação adicional, determine uma fórmula para a imagem de um x arbitrário em W. 


SOLUÇÃO Escreva 

X = [^] = J :, [ o ] + X2 [?] =X,e|+X2e2 (!) 

Como T é uma transformação linear , 

T(x) = x 1 r(ei) + .v 2 r(e 2 ) (2) 


5" 


"-3“ 


5x, 

- 3x 2 

-7 

+ *2 

8 

= 

-7*i 

+ 8x 2 

2 


0 


2*i 

+ ° 


O passo da equação (1) para a equação (2) explica por que o conhecimento de T (e t ) e T (e 2 ) é sufi¬ 
ciente para determinar T (x) para todo x. Mais ainda, já que (2) expressa T (x) como uma combinação 
linear de vetores, podemos colocar esses vetores nas colunas de uma matriz A e escrever (2) como 

r(x) = [7-(e,) n* 2 )][^] =Ax 
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TEOREMA 10 


Seja T : IR" —► IR m uma transformação linear. Então existe uma única matriz A tal que 

T(x) = Ax para todo x em IR" 

De fato, A é a matriz m x n cuja y-és ima coluna é o vetor T (e.), em que e. é a y-ésima coluna da 
matriz identidade em IR": 

/l = [r(ei) ••• r(e„)] (3) 


DEMONSTRAÇÃO Escreva x = Ix = ... ej x = x I e 1 + ... + xe n e use a linearidade de T para 

calcular 


T(x) = T(x je, H- \-x n e n ) = X]T(C]) H- \-x n T(c n ) 


= [7’(e l ) 


X\ 


T(e„) ] 


x n 


= Ax 


A unicidade de A será feita no Exercício 33. 


A matriz A em (3) é chamada matriz canônica da transformação linear T. 

Agora sabemos que toda transformação linear de IR" em pode ser considerada uma transforma¬ 
ção matricial e vice-versa. O termo transformação linear focaliza uma propriedade de uma aplicação, 
enquanto transformação matricial descreve como tal aplicação é implementada, como ilustram os 
Exemplos 2 e 3. 

EXEMPLO 2 Encontre a matriz canônica A da dilatação T (x) = 3x, x em ÍR 2 . 


SOLUÇÃO Escreva 


T(e t ) = 3e, 



L 


e 7(e 2 ) = 3e 2 


1 f 




j 


EXEMPLO 3 SejaT lR 2 —► [R 2 a transformação que aplica uma rotação de um ângulo <p em tomo 
da origem em cada ponto em U 2 ; ângulos positivos representam rotações no sentido trigonométrico. 
Poderíamos mostrar, geometricamente, que essa transformação é linear. (Veja a Figura 6 da Seção 
1.8.) Encontre a matriz canônica^ dessa transformação. 


SOLUÇÃO O vetor ^ j é girado até cos ^ j e ^ j é girado até £ scn ^ J Veja a Figura 1. Pelo 
Teorema 10, 

cos (p — senç? 
sen (p cos (p 

O Exemplo 5 na Seção 1.8 é um caso especial dessa transformação com (p= kI2. 



(- sen cp, cos cp) 

s* 

/ 

/ 

/ 

I 

L 


( 0 , 1 ) 


^(cos <p, sen cp) 


\ /( 1 , 0 ) 

\ / 

FIGURA 1 Uma rotação. 


Transformações Lineares Geométricas em IR 2 

Os Exemplos 2 e 3 ilustram transformações lineares descritas de forma geométrica. As Tabelas 1 a 4 
ilustram outras transformações lineares geométricas do plano. Como as transformações são lineares, 
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FIGURA 2 

O quadrado unitário. 


elas ficam completamente determinadas pelo que fazem nas colunas de / 2 . Em vez de mostrar apenas as 
imagens de ej e e 2 , as tabelas mostram a ação da transformada sobre o quadrado unitário (Figura 2). 

Outras transformações podem ser construídas a partir daquelas apresentadas nas Tabelas 1 a 4 
aplicando-se uma transformação após outra. Por exemplo, um cisalhamento horizontal poderia ser 
seguido por uma reflexão em relação ao eixo dos x r A Seção 2.1 vai mostrar que uma composição de 
transformações lineares é linear. (Veja também o Exercício 34.) 


Problemas de Existência e Unicidade 

O conceito de transformação linear fornece uma nova forma de compreender as questões de exis¬ 
tência e unicidade apresentadas anteriormente. As próximas duas definições, após as Tabelas 1 a 4, 
apresentam a terminologia apropriada para transformações. 


TABELA 1 Reflexões 
Transformação 

Reflexão em relação ao eixo dos x { 


Imagem do Quadrado Unitário 



Reflexão em relação ao eixo dos x 2 


Reflexão em relação à reta x 2 = jq 


Reflexão em relação à reta x 2 = -x ] 


Reflexão em relação à origem 





Matriz Canônica 

lü?] 

[-1 ?] 

[? i] 

[-! - 1 ] 

[-1 -?] 
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TABELA 2 Contrações e Expansões 

Transformações Imagem do Quadrado Unitário Matriz Canônica 


Contração e expansão horizontais 



0<*<1 



■J 


0 

1 


Contração e expansão verticais 




TABELA 3 Cisalhamentos 

Transformações 

Cisalhamento horizontal 


Cisalhamento vertical 


Imagem do Quadrado Unitário Matriz Canônica 


*2 



X2 



1 k 
0 1 


*2 



1 0 
k 1 
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TABELA 4 Projeções 

Transformação Imagem do Quadrado Unitário Matriz Canônica 


Projeção sobre o eixo dos jc x 


Projeção sobre o eixo dos x 


1 0 
0 0 


'0 0 
0 1 


DEFINIÇÃO 


Uma aplicação T : IR" —► U m é chamada sobrejetora se todo b em IR 1 " for a imagem de pelo me¬ 
nos um x em IR". 


De forma equivalente, T é sobrejetora quando a imagem de T é igual a seu contradomínio. Em 
outras palavras, T de ÍR" em R m é sobrejetora se, para cada b em IR" 1 , existir pelo menos uma solução 
de T(x) = b. A pergunta “T de IR" em R m é sobrejetora?” é um problema de existência. A aplicação 
Tnão é sobrejetora quando existe algum b em R m tal que a equação T(x) = b não tem solução. Veja 
a Figura 3. 



T não é sobrejetora U m T é sobrejetora IR m 

FIGURA 3 A imagem de T é todo o B& m ? 


DEFINIÇÃO 


Uma aplicação T : U n —► IR W é chamada injetora (ou um para um) se cada b em IR W for a ima¬ 
gem de no máximo um x em IR". 


De modo equivalente, T é injetora se, para cada b em D& m , a equação T (x) = b tiver uma única 
solução ou nenhuma solução. A pergunta “T é injetora?” é um problema de unicidade. A aplicação T 
não é injetora quando algum b em é a imagem de mais de um vetor em IR". Se não existir um b 
nessas condições, então T será injetora. Veja a Figura 4. 

As projeções na Tabela 4 não são aplicações injetoras nem sobrejetoras de R 2 —> IR 2 . As trans¬ 
formações de IR 2 —> [R 2 nas Tabelas 1,2 e 3 são injetoras e sobrejetoras. Os dois próximos exemplos 
mostram outras possibilidades. 

O Exemplo 4 e os teoremas depois dele mostram como a propriedade de uma função ser injetora 
ou sobrejetora está relacionada aos conceitos desenvolvidos anteriormente neste capítulo. 
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TEOREMA 11 


TEOREMA 12 




FIGURA 4 Todo vetor b é imagem de no máximo um vetor? 


EXEMPLO 4 


Seja T uma transformação linear cuja matriz canônica é 


A = 


l 

0 

0 


-4 8 

2 -1 
0 0 


1 

3 

5 


T é sobrejetora de R 4 em D& 3 ? T é injetora? 


SOLUÇÃO Como A está em forma escalonada, podemos ver de imediato que A tem uma posição de 
pivô em cada linha. Pelo Teorema 4 na Seção 1.4, para cada b em U 3 a equação Ax = b é consistente. 
Em outras palavras, a transformação linear T de IR 4 (seu domínio) em W é sobrejetora. No entanto, 
como a equação Ax = b tem uma variável livre (porque existem quatro variáveis e apenas três variá¬ 
veis dependentes), cada b é imagem de mais de um x. Ou seja, Tnão é injetora. 


Seja T: U n —► IR m uma transformação linear. Então T é injetora se e somente se a equação T(x) = 0 
tiver apenas a solução trivial. 


DEMONSTRAÇÃO Como T é linear, T (0) = 0. Se T for injetora, então a equação T(x) = 0 terá, no 
máximo, uma solução e, portanto, apenas a solução trivial. Se T não for injetora, então existirá um 
b que é imagem de pelo menos dois vetores distintos em IR" — digamos, u e v. Ou seja, í(u) = be 
T(v) = b. Mas, como T é linear, então 

T (u - v) = 7’(u) - T(\) = b - b = 0 

O vetor u - v não é nulo, já que u * v. Portanto, a equação r(x) = 0 tem mais de uma solução. Assim, 
ou as duas condições do teorema são ambas verdadeiras ou são ambas falsas. ■ 


Seja T : IR” —>[R W uma transformação linear e seja A a matriz canônica de T. Então: 
a. T é sobrejetora se e somente se as colunas de A gerarem R m . 
b .Té injetora se e somente se as colunas de A forem linearmente independentes. 


DEMONSTRAÇÃO 

a. Pelo Teorema 4 na Seção 1.4, as colunas de A geram se e somente se, para cada b em ÍR W , 
a equação Ax = b for consistente - em outras palavras, se e somente se, para todo b, a equação 
T(x) = b tiver pelo menos uma solução. Isso é verdade se e somente se T for sobrejetora. 

b. As equações T (x) = 0 e Ax = 0 são iguais, com exceção da notação. Então, pelo Teorema 11, T é 
injetora se e somente se Ax = 0 tiver apenas a solução trivial. Isso ocorre se e somente se as colu¬ 
nas de A forem linearmente independentes, como já foi observado na afirmação (3) na Seção 1.7. 


A afirmação (a) no Teorema 12 é equivalente a “T é sobrejetora se e somente se todo vetor em 
for combinação linear das colunas de Al \ Veja o Teorema 4 na Seção 1.4. 

No próximo exemplo e nos exercícios, vamos escrever os vetores coluna na forma de li¬ 
nhas, como x = (jCj, x 2 ), e escreveremos T (x) na forma T (jc p x 2 ), em vez da notação mais formal 
T ((*,, x 2 )). 
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EXEMPLO 5 Seja T (jCj, jc 2 ) = (3Xj 4 jc , 5jc x 4- lx 2 , x x 4 3jc 2 ). Mostre que T é uma transformação li¬ 
near injetora. T é sobrejetora? 

SOLUÇÃO Quando escrevemos xeí(x) como vetores coluna, é possível determinar a matriz canônica 
de T por simples inspeção, visualizando os cálculos de linha por vetor para cada elemento em Ax. 


r(x) = 

” 3*1 + X2 ~ 
5*i 4 1x2 

_ 

"7 

? 

7 " 

7 


"3 1“ 

5 7 

[si 


X\ + 3^2 _ 


7 

? 

L *2 J 

1 3 

l* 2 J 


A 


Então T é, de fato, uma transformação linear com a matriz canônica A em (4). As colunas de A tiver 
linearmente independentes porque uma não é múltiplo da outra. Pelo Teorema 12(b), T é injetora. 
Para decidir se T é sobrejetora, examinamos o espaço gerado pelas colunas de A. Como A é 3 x 2, as 
colunas de A geram IR 3 se e somente se A tiver 3 posições de pivôs, pelo Teorema 4. Isso é impossí¬ 
vel, já que A tem apenas 2 colunas. Portanto, as colunas de A não geram I 3 ea transformação linear 
associada não é sobrejetora. ■ 


PROBLEMA PRÁTICO 


A transformação Tnão é so- Seja T : ÍR 2 —» [R 2 a transformação que primeiro realiza um cisalhamento horizontal, que leva e 2 em 

brejetora. e 2 - 0,5e { (mas mantém e Y fixo) e, depois, reflete o resultado no eixo dos x 2 . Supondo T linear, encontre 

sua matriz canônica. [Sugestão: Determine a posição final das imagens de e e 2 .] 


1.9 EXERCÍCIOS 


Nos Exercícios 1 a 10, suponha que T seja uma transformação linear. 

Encontre a matriz canônica de T. 

1 . T : IR 2 -> ÍR 4 , = (3, 1 , 3, 1 ) e T(e 2 ) = (-5, 2 , 0 , 0 ), em que 
e, =(l, 0 )ee 2 = ( 0 , 1 ). 

2. T: r -» IR 2 , T(e,) = (1,4), T(e 2 ) = (-2, 9) e r(e,) = (3, - 8 ), em 
que e p e 2 e e 3 são as colunas da matriz identidade 3x3. 

3. T: [R 2 ->[R 2 é um cisalhamento vertical que leva e 1 em - 3e 2 , mas 
deixa e 2 fixo. 

4. T : IR 2 —> [R 2 é um cisalhamento horizontal que deixa e l fixo e leva 
e 2 em e 2 4 2e r 

5. T: [R 2 ->[R 2 é uma rotação (em tomo da origem) de tí/2 radianos (no 
sentido trigonométrico). 

6 . 2 ": [R . 2 —> [R . 2 é uma rotação em tomo da origem de -7>tz/2 radianos 
(corresponde a uma rotação de 7>jd2 radianos no sentido horário). 

7. T : [R 2 —> IR 2 primeiro faz uma rotação de -3/&4 radianos e, de¬ 
pois, reflete os pontos em relação ao eixo dos x r [Sugestão: 7^) = 
(-1/n/2,1/ ^5)-] 

8. T : (R 2 —> IR 2 primeiro faz um cisalhamento horizontal que leva e 2 
em e 2 4 2e, (deixando e, fixo) e, depois, reflete em relação à reta 

9. T : IR 2 —> IR 2 primeiro faz uma reflexão em relação ao eixo horizontal 
(eixo dos Xj) e, depois, faz uma rotação de -jzJ2 radianos. 

10 . T : [R 2 —> IR 2 primeiro faz uma reflexão em relação ao eixo horizontal 
(eixo dos Xj) e, depois, faz uma reflexão em relação à reta x 2 =x y 

11. Uma transformação linear T : [R 2 —> IR 2 primeiro faz uma reflexão 
em tomo do eixo dos x x e, depois, faz uma reflexão em tomo do eixo 
x 2 . Mostre que T também pode ser descrita como uma rotação em 
tomo da origem. Qual é o ângulo de rotação? 

12. Mostre que a transformação no Exercício 10 é uma rotação em tomo 
da origem. Qual é o ângulo de rotação? 

13. Seja T : R 2 —> IR 2 a transformação linear tal que T (e^ e T (e 2 ) são os 
vetores ilustrados na figura. Usando a figura, desenhe o vetor T (2,1). 



14. Seja T: l R 2 -> IR 2 uma transformação linear com matriz canônica 
A = [a L a 2 ], na qual a ] e a 2 estão ilustrados na figura. Usando a figura, 

desenhe a imagem de ^ j por T. 

*2 



Nos Exercícios 15 e 16, preencha os elementos incompletos da matriz, 
supondo que a equação é válida para todos os valores das variáveis. 



" ? 

? 

?“ 



2 xi — 4x2" 

15. 

? 

7 

? 

x 2 

= 

Xi - Xi 


? 

7 

7 



_ -x 2 4 3x 3 . 


16. 

” 7 

7 

7“ 

7 

M = 

" 3X] — 2 x 2 " 
X] 4 4x 2 


7 

7 

L**J 

*2 


Nos Exercícios 17 a 20, mostre que T é uma transformação linear deter¬ 
minando a matriz que implementa a aplicação. Observe que x 19 x 2 ,... não 
são vetores, mas componentes de vetores. 


17. 

T(X\,X 2 , Xi.Xa) 

— (X| - 1 - 2x2,0.2x2 4 X 4 , X 2 — X 4 ) 


18. 

T(x ,,x 2 ) = (*, 

4 4x 2 ,0. X| - 3X2, X; ) 


19. 

II 

(x 1 - 5x 2 4 4 x 3 , *2 “ 6 * 3 ) 


20 . 

T(X|,X 2 ,X 3 ,X 4 ) 

= 3xi 4 4 x 3 — 2x 4 (Note que T : R 4 -► R) 


21. 

Seja T : IR 2 -> [R 2 uma transformação linear tal que T(x {9 x 2 ) = 

■(*,+ 


x 2 , 4Xj 4 5 x 2 ). Encontre x tal que T(x) = (3, 8 ). 


22 . 

Seja T i [R^ — > 

IR 3 uma transformação linear tal que T (x , 

* 2 )= 


(2x { - x 2 , -3x, + x 2 , 2jt L - 3 jc 2 ). Encontre x tal que T (x) = (0, -1, 

-4). 

Nos Exercícios 23 e 24, marque as afirmações como Verdadeiras ou Fal¬ 
sas. Justifique cada resposta. 

23. a. Uma transformação linear T: IR" —» IR 7 " fica complctamente de¬ 
terminada por sua ação nas colunas da matriz identidade nxn. 
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CAPÍTULO 1 


b. Se T : IR 2 —» R 2 é uma rotação em tomo da origem por um ângulo 
<p, então T é uma transformação linear. 

c. Quando duas transformações lineares são aplicadas uma depois da 
outra, o efeito combinado nem sempre é uma transformação linear. 

d. Uma aplicação T : IR” —> IR" é sobrejetora se todo vetor x em IR” 
for transformado em algum vetor em [R™. 

e. Se A for uma matriz 3x2, então a transformação x i-> Ax não 
poderá ser injetora. 

24. a. Se A for uma matriz 4x3, então a transformação x t-> Ax será 
sobrejetora. 

b. Toda transformação linear de IR" em R m é uma transformação 
matricial. 

c. As colunas da matriz canônica de uma transformação linear T 
de IR" em IR"' são as imagens das colunas da matriz identidade 
nxn por T. 

d. Uma aplicação T : IR” —>(R m é injetora se e somente se cada vetor 
em IR" for transformado em um único vetor em IR". 

e. A matriz canônica de um cisalhamento horizontal de [R 2 em IR 2 


tem a forma 



em que a e d são ±1. 


Nos Exercícios 25 a 28, determine se a transformação linear especificada 
é (a) injetora e (b) sobrejetora. Justifique cada resposta. 

25. A transformação linear no Exercício 17. 

26. A transformação linear no Exercício 2. 

27. A transformação linear no Exercício 19. 

28. A transformação linear no Exercício 14. 

Nos Exercícios 29 e 30, descreva as formas escalonadas possíveis para 
a matriz canônica da transformação linear T. Use a notação do Exemplo 
1 na Seção 1.2. 

29. T: IR 3 —> IR 4 é injetora. 

30. T : IR 4 —»[R 3 é sobrejetora. 

31. Seja T : IR" —»IR" uma transformação linear com matriz canônica A. 

Complete a seguinte afirmação de modo a tomá-la verdadeira: ‘Té in¬ 
jetora se e somente se A tiver_colunas pivôs”. Explique por que 

a afirmação é verdadeira. [Sugestão: Veja os Exercícios da Seção 1.7.] 


32. Seja T: IR" —»IR" uma transformação linear com matriz canônica 
A. Complete a seguinte afirmação de modo a tomá-la verdadeira: 

‘Té sobrejetora se e somente se A tiver_colunas pivôs”. 

Encontre alguns teoremas que justifiquem a veracidade da afir¬ 
mação. 

33. Verifique a unicidade de A no Teorema 10. Seja T : IR" -» IR" uma 
transformação linear tal que T(x) = Bx para alguma matriz B mxn. 
Mostre que se A for a matriz canônica de T, então A=B. [Sugestão: 
Mostre que A e B têm colunas iguais.] 

34. Sejam S : R? —» IR" e T : IR” —> [R m transformações lineares. Mostre 
que a aplicação x h -> T (S(x)) é uma transformação linear (de R p 
em IR"). [Sugestão: Calcule T (S(au + òv)) para u e v em IR*, a e b 
escalares. Justifique cada passo do cálculo e explique por que esse 
cálculo fornece a conclusão desejada.] 

35. Se uma transformação linear T : IR" —> [R w for sobrejetora , é possí¬ 
vel estabelecer uma relação entre m e rí! Se T for injetora, o que é 
possível dizer sobre m e nl 

36. Por que a pergunta “A transformação linear T é sobrejetora?” é um 
problema de existência? 

[M] Nos Exercícios 37 a 40, seja T a transformação linear cuja matriz 

canônica é dada. Nos Exercícios 37 e 38, determine se T é injetora. 

Nos Exercícios 39 e 40, determine se T é sobrejetora. Justifique suas 

respostas. 
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SOLUÇÃO DO PROBLEMA PRÁTICO 



Siga o que acontece com e } e e 2 . Veja a Figura 5. Em primeiro lugar, permanece inalterado pelo 
cisalhamento e, depois, é refletido para -e r Assim, T (ej) = -e r Em segundo lugar, e 2 é levado para 
e 2 -O^e^ pelo cisalhamento. Como a reflexão em tomo do eixo x 2 transforma e } em -e i e deixa e 2 
inalterado, o vetor e 2 - 0,5c, é refletido para e 2 + 0,5e r Assim, T (e 2 ) = e 2 + 0,5e r Portanto, a matriz 
canônica de T é 


[r(ei) r(e 2 )] = [-ei 


e 2 + 0,5ei] = 


-1 

0 




Cisalhamento Reflexão em relação ao eixo dos x 2 


FIGURA 5 A composição de duas transformações. 
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1.10 


MODELOS LINEARES EM ADMINISTRAÇÃO, CIÊNCIA E ENGENHARIA 


Os modelos matemáticos nesta seção são todos lineares , ou seja, cada um deles descreve um proble¬ 
ma através de uma equação linear, geralmente na forma vetorial ou matricial. O primeiro modelo é 
sobre nutrição, mas, na verdade, representa uma técnica geral para problemas de programação linear. 
O segundo modelo vem da engenharia elétrica. O terceiro modelo introduz o conceito de equação 
de diferenças linear , uma poderosa ferramenta matemática para se estudar processos dinâmicos em 
muitas áreas diferentes, como engenharia, ecologia, economia, telecomunicações e administração. 
Modelos lineares são importantes porque fenômenos naturais são, com frequência, lineares ou qua¬ 
se lineares quando as variáveis envolvidas são mantidas dentro de limites razoáveis. Além disso, 
modelos lineares são adaptados mais facilmente para cálculos computacionais que os modelos não 
lineares complexos. 

Quando ler sobre cada modelo, preste atenção em como sua linearidade reflete algumas proprie¬ 
dades do sistema sendo modelado. 


WEB 


Como Montar uma Dieta Equilibrada para a Perda de Peso 

A fórmula para a Dieta de Cambridge, uma dieta popular na década de 1980, foi baseada em anos 
de pesquisa. Uma equipe de cientistas, chefiada pelo Dr. Alan H. Howard, desenvolveu essa dieta na 
Universidade de Cambridge depois de mais de oito anos de trabalho clínico com pacientes obesos. 13 
A fórmula dessa dieta de baixíssimas calorias, pulverizada, é uma combinação precisa e equilibrada 
de carboidratos, proteínas de alta qualidade e gordura, junto com vitaminas, minerais, elementos tra¬ 
ços e eletrólitos. Milhões de pessoas já usaram essa dieta, nos últimos anos, para obter uma perda de 
peso substancial e rápida. 

Para atingir as quantidades e as proporções desejadas de cada nutriente, o Dr. Howard precisou 
incorporar à dieta grande variedade de tipos alimentares. Cada tipo alimentar fornecia vários ingre¬ 
dientes necessários, mas não nas proporções corretas. Por exemplo, o leite desnatado foi uma grande 
fonte de proteínas, mas continha muito cálcio. Então, a farinha de soja foi usada para se obter parte 
das proteínas porque contém pouco cálcio. No entanto, a farinha de soja contém, proporcionalmente, 
gordura demais, portanto, foi acrescentado soro de leite talhado, já que ele tem menos gordura em 
proporção ao cálcio. Apesar disso, o soro de leite contém carboidratos demais... 

O próximo exemplo ilustra o problema em pequena escala. Na Tabela 1, estão três dos ingredien¬ 
tes da dieta, junto com as quantidades de determinados nutrientes obtidos a partir de 100 gramas de 
cada ingrediente. 14 


EXEMPLO 1 Se possível, encontre uma combinação de leite desnatado, farinha de soja e soro de 
leite de modo a obter as quantidades diárias exatas de proteínas, carboidratos e gordura para a dieta 
em um dia (Tabela 1). 


TABELA 1 


Quantidade (g) para cada 100 g de Ingrediente 


Quantidades (g) da 

Dieta de Cambridge em Um Dia 

Nutriente 

Leite desnatado 

Farinha de soja 

Soro de leite 

Proteína 

36 

52 

13 

33 

Carboidrato 

52 

34 

74 

45 

Gordura 

0 

7 

1,1 

3 


SOLUÇÃO Sejam x l9 x 2 ex 3 , respectivamente, os números de unidades (100 gramas) desses tipos ali¬ 
mentares. Uma abordagem para o problema é obter equações para cada nutriente de forma separada. 
Por exemplo, o produto 

Í X\ unidades de) J proteínas por unidade ) 
leite desnatado j | de leite desnatado ) 

dá a quantidade de proteína fornecida por x x unidades de leite desnatado. A essa quantidade acres¬ 
centaríamos produtos semelhantes para a farinha de soja e o soro de leite, e igualaríamos a soma à 


n O primeiro anúncio deste regime de perda de peso rápida foi feito no International Journal of Obesity (1978)2, 
321-332. 

14 Ingredientes como na dieta de 1984; os dados de nutrientes para os ingredientes foram adaptados dos Agricultural 
Handbooks N £ 8-1 e 8-6, 1976, do Departamento de Agricultura dos EUA. 
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CAPÍTULO 1 


quantidade total de proteínas que fosse necessária. Seria preciso fazer cálculos análogos para cada 
nutriente. 

Um método mais eficiente, e conceitualmente mais simples, é considerar um “vetor de nutrientes” 
para cada tipo alimentar e montar apenas uma equação vetorial. A quantidade de nutrientes fornecidos 
por x, unidades de leite desnatado é um múltiplo escalar 

Escalar Vetor 

( Jti unidades dc| j nutrientes por unidade) _ (l) 

| leite desnatado j | de leite desnatado j 11 

em que é a primeira coluna da Tabela 1. Sejam a 2 e a 3 os vetores correspondentes para a farinha 
de soja e para o soro de leite, respectivamente, e seja b o vetor que fornece o total de nutrientes ne¬ 
cessários (a última coluna da tabela). Então x 2 a 2 e x 3 a 3 são as quantidades de nutrientes fornecidas 
por x 2 unidades de farinha de soja e x 3 unidades de soro de leite, respectivamente. Assim, a equação 
que desejamos é 

a'i ai + x 2 a 2 4- x 3 a 3 = b (2) 

O escalonamento da matriz aumentada para o sistema de equações correspondente mostra que 


”36 

51 

13 

33” 


” 1 0 

0 

0,277“ 

52 

34 

74 

45 

'V • • • 

0 

1 

0 

0,392 

0 

7 

U 

3 


0 

0 

1 

0,233 


Com precisão de três casas decimais, a dieta requer 0,277 unidade de leite desnatado, 0,392 unidade 
de farinha de soja e 0,233 unidade de soro de leite de modo a obter as quantidades desejadas de pro¬ 
teínas, carboidratos e gordura. ■ 

É importante que os valores de x { , x 2 e x 3 mencionados sejam não negativos. Isso é necessário para 
que a solução seja fisicamente viável. (Como se poderia usar -0,233 unidade de soro de leite, por 
exemplo?) Com um número grande de nutrientes necessários, talvez seja preciso usar uma quantidade 
maior de tipos alimentares para que se possa produzir um sistema de equações com solução “não ne¬ 
gativa”. Portanto, pode ser preciso examinar uma quantidade muito grande de tipos alimentares para 
encontrar um sistema de equações com tal solução. Na verdade, o fabricante da Dieta de Cambridge 
conseguiu fornecer 31 nutrientes, em quantidades precisas, usando apenas 33 ingredientes. 

O problema da montagem da dieta conduz à equação linear (2) porque as quantidades de nutrientes 
fornecidas por cada tipo alimentar podem ser escritas como um múltiplo escalar de um vetor, como 
em (1). Ou seja, os nutrientes fornecidos por um tipo alimentar são proporcionais à quantidade do 
tipo alimentar acrescentado à dieta. Além disso, a quantidade de cada nutriente na mistura é a soma 
das respectivas quantidades dos vários tipos alimentares. 

Problemas de formulação de dietas específicas para humanos e animais ocorrem com frequência. 
Geralmente são tratados com técnicas de programação linear. Nossa técnica de montar equações ve¬ 
toriais muitas vezes simplifica o trabalho de formulação desses problemas. 


WEB 


Equações Lineares e Circuitos Elétricos 

O fluxo de corrente em um circuito elétrico simples pode ser descrito por um sistema de equações lineares. 
Um gerador de voltagem, como uma bateria, faz com que uma corrente de elétrons percorra o circuito. 
Quando a corrente passa por uma resistência (como uma lâmpada ou um motor), parte da voltagem é 
“consumida”; pela lei de Ohm, essa “queda de voltagem” ao atravessar um resistor é dada por 


V=RI 

em que a voltagem V é medida em volts, a resistência R em ohms (notação: Q) e o fluxo de corrente 
/ em ampères (abreviado por amps). 

O circuito na Figura 1 contém três ciclos fechados. As correntes dos ciclos 1, 2 e 3 são denota¬ 
das por /j, I 2 e / 3 , respectivamente. Os sentidos de fluxo atribuídos a cada uma dessas correntes são 
arbitrários. Se uma corrente aparecer com valor negativo, então seu sentido real será o inverso do 
estipulado na figura. Se a direção indicada da corrente for do lado positivo da bateria (H b )(segmen- 
to maior) para o lado negativo (segmento menor), então a voltagem será positiva; caso contrário, a 
voltagem será negativa. 

O fluxo de corrente em um ciclo é governado pela seguinte regra. 


LEI DE KIRCHHOFF PARA A VOLTAGEM 

A soma algébrica das quedas de voltagem, RI, em tomo de um ciclo é igual à soma algébrica 
das fontes de voltagem no mesmo sentido nesse ciclo. 
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FIGURA 1 


EXEMPLO 2 Determine a corrente nos ciclos do circuito na Figura 1. 

SOLUÇÃO Para o ciclo 1, a corrente I { atravessa três resistores, e a soma das quedas de voltagem, RI, é 

4/j + 3/, = (4 + 4 + 3)/! = 11/! 

A corrente do ciclo 2 também atravessa parte do ciclo 1 pelo ramo entre A e B. A queda RI corres¬ 
pondente é de 3 / 2 volts. Entretanto, o sentido da corrente para o ramo AB, no ciclo 1, é oposta à di¬ 
reção escolhida para a corrente no ciclo 2, de modo que a soma algébrica de todas as quedas RI para 
o ciclo 1 é 1 l/j - 3 I r Como a voltagem do ciclo 1 é de +30 volts, a lei de Kirchhoff para a voltagem 
implica que 

11/! -3 / 2 = 30 

A equação para o ciclo 2 é 

-3/, + 6/2 - h = 5 

O termo -31 x aparece devido à corrente do ciclo 1 pelo ramo AB (com a queda de voltagem negativa 
porque o fluxo da corrente é oposto ao fluxo do ciclo 2 ). O termo 6/ 2 é a soma de todas as resistên¬ 
cias do ciclo 2 , multiplicado pela corrente do ciclo. O termo -/ 3 = -1 • / 3 aparece devido à corrente 
do ciclo 3 atravessando o resistor de 1 ohm no ramo CD, no sentido oposto ao da corrente do ciclo 
2. A equação do ciclo 3 é 

-h 4- 3/3 = -25 

Note que a bateria de 5 volts no ramo CD é contada como parte do ciclo 2 e do ciclo 3, mas é -5 
volts para o ciclo 3 por causa do sentido escolhido para a corrente nesse ciclo. A bateria de 20 volts 
também é negativa pelo mesmo motivo. 

As correntes dos ciclos são determinadas resolvendo-se o sistema 

II/, - 3/2 = 30 

-3/, + 6 / 2 - h - 5 ( 3 ) 

- I 2 + 3/3 = -25 

As operações elementares na matriz aumentada levam à solução: /, = 3 amps, / 2 = 1 amp e / 3 = -8 
amps. O valor negativo de / 3 mostra que o sentido real da corrente, no ciclo 3, é oposto ao indicado 
na Figurai. ■ 


É instrutivo ver o sistema (3) como uma equação vetorial: 



11 


-3 


0 


30 

/l 

-3 

+ h 

6 

+ h 

-1 

= 

5 


0 


-1 


3 


-25 


t t t t 

n r 2 r 3 V 


(4) 


A primeira componente de cada vetor diz respeito ao primeiro ciclo e analogamente para a segunda 
e terceira componentes. O primeiro vetor de resistência dá a resistência dos diversos ciclos atra¬ 
vessados pela corrente I y A resistência tem valor negativo sempre que I x atravessa no sentido oposto 
ao da corrente daquele ciclo. Examine a Figura 1 para ver como obter as componentes de r ( ; depois, 
faça o mesmo para r 2 e r 3 . A forma matricial de (4), 


Ri = v, 


em que R = \ r\ 


r 2 r 3 ] 


e 


1 = 


/. 

h 

h 


fornece uma versão matricial da lei de Ohm. Se todas as correntes forem escolhidas com o mesmo sen¬ 
tido (digamos, o anti-horário), então todos os elementos da diagonal principal de R serão negativos. 

A equação matricial Ri = v toma a linearidade desse modelo fácil de ser identificada. Por exem¬ 
plo, se o vetor de voltagens for duplicado, então o vetor de correntes também terá de ser duplicado. 
Além disso, o princípio da superposição é válido. Ou seja, a solução da equação (4) é igual à soma 
das soluções das equações 



30" 


"0" 


0" 

Ri = 

0 

, Ri = 

5 

e Ri = 

0 


0 


0 


-25 


Aqui, cada equação corresponde ao circuito com apenas uma fonte de voltagem (as outras foram subs¬ 
tituídas por fios que fecham cada ciclo). O modelo para o fluxo de correntes é linear precisamente 
porque as leis de Ohm e Kirchhoff são lineares: a queda de voltagem em um resistor é proporcional 
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CAPÍTULO 1 


à corrente que o atravessa (Ohm), e a soma das quedas de voltagem em um ciclo é igual à soma das 
fontes de voltagem desse ciclo (Kirchhoff). 

As correntes nos ciclos de um circuito podem ser usadas para determinar a corrente em qual¬ 
quer ramo do ciclo. Se apenas uma corrente de ciclo atravessar um ramo, como no caso de B para 
D na Figura 1, então a corrente no ramo será igual à corrente no ciclo. Se mais de uma corrente de 
ciclo atravessar o ramo, como no caso de A para B , a corrente no ramo será igual à soma algébri¬ 
ca das correntes de ciclo que atravessam esse ramo (Lei de Kirchhoff para correntes). Por exem¬ 
plo, a corrente no ramo AB éf- I 2 = 3-1=2 amps no sentido de f. A corrente no ramo CD é 
I 2 - / 3 = 9 amps. 


Equações de Diferenças 


Em muitas áreas, como a ecologia, a economia e a engenharia, surge a necessidade de se mode¬ 
lar matematicamente um sistema dinâmico que evolui com o tempo. Diversas características do 
sistema são medidas em intervalos de tempo discretos, produzindo uma sequência de vetores x 0 , 
Xj, x 2 , .... As componentes de x k fornecem informação sobre o estado do sistema no instante da 
&-ésima medida. 

No caso em que existir uma matriz A tal que x { =Ax Q , x 2 =Ax { e, em geral, 


x w =,4x t para k = 0 , 1 , 2 ,... (5) 

então (5) será chamada uma equação de diferenças (ou relação de recorrência) linear. Dada tal 
equação, podemos calcular x , x 2 e assim por diante, desde que x Q seja conhecido. As Seções 4.8 e 
4.9, e diversas Seções do Capítulo 5, irão desenvolver fórmulas para x^ e descrever o que pode acon¬ 
tecer com x k quando k cresce indefinidamente. A discussão a seguir ilustra como uma equação de 
diferenças pode surgir. 

Um objeto de interesse para os demógrafos é o movimento de populações ou grupos de pessoas de 
uma região para outra. O modelo simples que discutiremos aqui considera a variação da população 
de uma cidade e dos subúrbios vizinhos ao longo de certo período de anos. 

Vamos fixar um ano inicial — digamos, 2000 — e denotar a população da cidade e dos subúrbios 
nesse ano por r 0 e s 0 , respectivamente. Seja x 0 o vetor de população 


Xo 


ro 1 População da cid 

s 0 I População dos subúrbios* 2000 


Para 2001 e anos subsequentes, denotamos a população da cidade e dos subúrbios pelos vetores 


X| 





Nosso objetivo é descrever matematicamente como esses vetores podem estar relacionados. 

Suponha que estudos demográficos mostrem que, a cada ano, cerca de 5% da população da cidade 
se mudam para os subúrbios (e 95% permanecem na cidade), enquanto 3% da população dos subúr¬ 
bios se mudam para a cidade (e 97% permanecem nos subúrbios). Veja a Figura 2. 



FIGURA 2 Percentual anual de migração entre a cidade e seus subúrbios. 

Após um ano, a população original r 0 da cidade está agora distribuída entre cidade e subúrbio na 
forma 

0,95ro "I _ r0,95l Permanecem na cidade 

0,05roJ r<> [_ 0.05 J Mudam para os subúrbios 

A população s 0 dos subúrbios em 2000, um ano depois, está distribuída como 

f 0,03 
í0 0.97 


Mudam para a cidade 
Permanecem nos subúrbios 


( 7 ) 
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Os vetores em (6) e (7) dão conta de toda a população em 2001. 15 Assim, 



0,03] [ r 0 ] 

0,97j[íoJ 


Ou seja, 


x,=Mx 0 (8) 

em que M é a matriz de migração determinada pela seguinte tabela: 

De: 

Cidade Subúrbios Para: 

[0,95 0.03] Cidade 

[o,05 0.97 J Subúrbios 

A Equação (8) descreve como a população varia de 2000 a 2001. Se os percentuais de migração per¬ 
manecerem constantes, então a variação de 2001 a 2002 será dada por 

X2 = Mx\ 

e, analogamente, de 2002 a 2003 e nos anos subsequentes. Em geral, 

x*+i = MXk para k = 0. 1 , 2 ,... (9) 

A sequência de vetores {x Q , x ]5 x 2 , ...} descreve a população da região contendo a cidade e seus su¬ 
búrbios ao longo de um período de anos. 

EXEMPLO 3 Calcule a população da região descrita anteriormente para os anos de 2001 e 2002, 
dado que a população em 2000 era de 600.000 na cidade e 400.000 nos subúrbios. 


SOLUÇÃO 


A população inicial, no ano 2000, era x Q = 


[ 


600.0001 

400.000 [ Em 2001> temos 


Para 2002, 


xj 


0,95 0.03] [600.000] = [ 582.000] 
0,05 0,97 J L 400.000 J 418000 J 


'0,95 

0,03' 

'582.000' 


'565.440' 

0,05 

0,97 _ 

_ 418.000 _ 


_ 434.560 _ 


O modelo para a movimentação da população em (9) é linear porque a correspondência x k i-> x AM 
é uma transformação linear. A linearidade depende de dois fatos: o número de pessoas que escolheram 
se mudar de uma área para outra é proporcional ao número de pessoas naquela área, como mostram 
(6) e (7), e o efeito cumulativo dessas escolhas é determinado somando-se o movimento de pessoas 
das diferentes áreas. 


PROBLEMA PRÁTICO 

Determine uma matriz A e vetores x e b tais que o problema no Exemplo 1 se resuma a resolver a 
equação Ax = b. 


1.10 EXERCÍCIOS 


1. A caixa de um cereal para o café da manhã em geral apresenta o 
número de calorias e as quantidades de proteínas, carboidratos e 
gordura contidos em uma porção do cereal. As quantidades para dois 
cereais conhecidos são dadas a seguir. Suponha que queiramos pre¬ 
parar uma mistura desses dois cereais que contenha exatamente 295 
calorias, 9 g de proteínas, 48 g de carboidratos e 8 g de gordura. 


a. Monte uma equação vetorial para esse problema. Inclua uma 
frase que descreva o que as suas variáveis representam. 

b. Obtenha uma equação matricial correspondente e, depois, de¬ 
termine se a mistura desejada dos dois cereais pode ser prepa¬ 
rada. 


15 Para simplificar, estamos ignorando outras influências sobre a população como nascimentos, mortes, além de migração 
e imigração de outras regiões. 
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70 CAPÍTULO 1 


Informação Nutricional por Porção 


Cheerio® da 

Cereal Natural 

Nutriente 

General Milss 

da Quaker® 

Calorias 

110 

130 

Proteínas (g) 

4 

3 

Carboidratos (g) 

20 

18 

Gordura (g) 

2 

5 


2. Uma porção de Shredded Wheat fornece 160 calorias, 5 g de prote¬ 
ínas, 6 g de fibra e 1 g de gordura. Uma porção de Crispix* fornece 
110 calorias, 2 g de proteínas, 0,1 g de fibra e 0,4 g de gordura. 

a. Obtenha uma matriz B e um vetor u tais que Bu forneça as quan¬ 
tidades de calorias, proteínas, fibra e gordura contidos em uma 
mistura de três porções de Shredded Wheat e duas porções de 
Crispix. 

b. [M] Suponha que você queira um cereal com mais fibra que o 
Crispix, mas menos gordura que o Shredded Wheat. É possível 
que uma mistura dos dois cereais forneça 130 calorias, 3,20 g 
de proteínas, 2,46 g de fibras e 0,64 g de gordura? Se for o caso, 
qual é a mistura? 

3. Depois de uma aula de nutrição, uma fã de Annie’s® Mac and Che- 
ese (um tipo de macarrão com queijo cheddar) decidiu melhorar os 
níveis de proteína e fibra em seu almoço favorito adicionando bró- 
colis e frango. A tabela a seguir contém as informações nutricionais 
para as comidas neste exercício. 


Informação Nutricional por Porção 


Nutriente 

Mac and Cheese 

Brócolis 

Frango 

Conchas 

Calorias 

270 

51 

70 

260 

Proteínas (g) 

10 

5,4 

15 

9 

Fibras (g) 

2 

5,2 

0 

5 


a. [M] Se ela quer limitar seu almoço a 400 calorias, mas quer 
30 g de proteínas e 10 g de fibras, quantas porções de Mac and 
Cheese, brócolis e frango ela deve usar? 

b. [M] Ela descobriu que tinha brócolis demais no item (a) e decidiu 
mudar do Mac and Cheese tradicional para Annie’s K Whole Wheat 
Shells and White Cheddar (massa integral com queijo cheddar 
branco, denotado na tabela por Conchas). Quais as proporções 
que ela deveria usar agora para atingir os mesmos objetivos do 
item (a)? 

4. A Dieta de Cambridge fornece 0,8 g de cálcio por dia, além dos 
nutrientes listados na Tabela 1 para o Exemplo 1. As quantidades 
de cálcio fornecidas por uma unidade (100 g) dos três ingredientes 
na Dieta de Cambridge são: 1,26 g de leite desnatado, 0,19 g de fa¬ 
rinha de soja e 0,8 g de soro de leite. Outro ingrediente na dieta é 
a proteína isolada de soja, que fornece os seguintes nutrientes por 
unidade: 80 g de proteínas, 0 g de carboidratos, 3,4 g de gordura e 
0,18 g de cálcio. 

a. Obtenha uma equação matricial cuja solução determine as 
quantidades de leite desnatado, farinha de soja, soro de leite 
e proteína isolada de soja necessárias para fornecer as quan¬ 
tidades precisas de proteínas, carboidratos, gordura e cálcio 
da Dieta de Cambridge. Diga o que as variáveis da equação 
representam. 

b. [M] Resolva a equação em (a) e discuta a sua resposta. 

Nos Exercícios 5 a 8, obtenha a equação matricial que determina as cor¬ 
rentes dos ciclos. [M] Se o MATLAB ou outro programa estiver dispo¬ 
nível, resolva o sistema para as correntes dos ciclos. 



8. 50 V 40 V 



9. Em determinada região, cerca de 7% da população urbana se mudam 
para os subúrbios vizinhos a cada ano e cerca de 5% da população 
suburbana se mudam para a cidade. Em 2010, existiam 800.000 
residentes na cidade e 500.000 nos subúrbios. Monte uma equação 
de diferenças que descreva essa situação, na qual x Q éa população 
inicial em 2010. Depois, obtenha uma estimativa da população na 
cidade e nos subúrbios dois anos mais tarde, em 2012. (Ignore ou¬ 
tros fatores que possam influenciar os tamanhos das populações.) 

10. Em determinada região, cerca de 6% da população urbana se mudam 
para os subúrbios vizinhos a cada ano e cerca de 4% da população 
suburbana se mudam para a cidade. Em 2010, existiam 10.000.000 
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residentes na cidade e 800.000 nos subúrbios. Monte uma equação 
de diferenças que descreva essa situação, na qual x Q éa população 
inicial em 2010. Depois, obtenha uma estimativa da população na 
cidade c nos subúrbios dois anos mais tarde, em 2012. 

11. Em 1994, a população da Califórnia era de 31.524.000, e a popula¬ 
ção morando nos EUA, mas fora da Califórnia, era de 228.680.000. 
Durante o ano, estima-se que 516.100 pessoas se mudaram da Ca¬ 
lifórnia para outros locais dos EUA, enquanto 381.262 pessoas se 
mudaram para a Califórnia vindas de outros locais dos EUA. 16 

a. Obtenha uma matriz de migração para essa situação usando cinco 
algarismos significativos para os dados da migração para dentro 
e para fora da Califórnia. Mostre em sua solução como encontrou 
a matriz de migração. 

b. [M] Calcule as populações previstas para o ano 2000 para a Ca¬ 
lifórnia e restante dos EUA supondo que as taxas de migração 
não mudaram durante esse período de seis anos. (Esses cálcu¬ 
los não levam em consideração nascimentos, mortes ou a migra¬ 
ção substancial de pessoas para a Califórnia e para os EUA vin¬ 
das de outros países.) 

12. [M] A empresa de aluguel de carros Budgef Rent-A-Car em Wichita, no 
estado de Kansas, tem uma frota de cerca de 500 carros em três locais. 
Um carro alugado em um dos locais pode ser devolvido em qualquer um 
dos outros três. As várias frações de carros devolvidos, em cada local, 
são dadas na tabela que se segue. Suponha que, numa segunda-feira, 
hajam 295 carros no aeroporto (ou que tenham sido alugados lá), 55 
carros na filial da zona leste e 150 carros na filial da zona oeste. Qual 
será a distribuição de carros aproximada na quarta-feira? 


Carros Alugados em: 


Aeroporto 

Leste 

Oeste 

Entregues em: 


"0.97 

0,05 

0 .10" 

Aeroporto 


0.00 

0.90 

0.05 

Leste 


0.03 

0.05 

0.85 

Oeste 


16 Dados de migração fornecidos pela Unidade de Pesquisa Demográfica do 
Departamento de Finanças do Estado da Califórnia. 


13. [M] Seja Mcx 0 como no Exemplo 3. 

a. Calcule os vetores de população x* para k = 1,..., 20. Discuta o 
seu resultado. 

b. Repita (a) com população inicial de 350.000 na cidade e 650.000 
nos subúrbios. O que é que você encontra? 

14. [M] Estude como a variação de temperatura na borda de uma placa 

de aço afeta as temperaturas nos pontos interiores da placa. 

a. Comece estimando as temperaturas T 2 , T 2 , T 4 em cada con¬ 
junto de quatro pontos ilustrados na figura. Em cada caso, o 
valor de T k pode ser aproximado pela média das temperaturas 
nos quatro pontos mais próximos. Veja os Exercícios 33 e 34 
na Seção 1.1, em que os valores (em graus) são (20; 27,5; 30; 
22,5). Em aritmética racional, os valores são (120/7, 150/7, 
190/7, 120/7, 150/7, 190/7). Como essa lista de valores está 
relacionada com seus resultados para os pontos no conjunto 
(a) e no conjunto (b)? 

b. Sem fazer qualquer cálculo, tente adivinhar as temperaturas no 
interior de (a) quando as temperaturas no bordo são todas mul¬ 
tiplicadas por 3. Verifique sua conjectura. 

c. Finalmente, faça uma conjectura geral sobre a correspondência 
entre a lista de oito temperaturas na borda e a lista das quatro 
temperaturas interiores. 


Placa A 


Placa B 


20 ° 20 ° 



1 

2 


4 

3 





20 ° 20 ° 


0 o 0 o 



1 

2 


4 

3 





40° 

40° 


10 ° 10 ° 


(a) 


(b) 


SOLUÇÃO DO PROBLEMA PRÁTICO 


"36 

51 

13 


~*i~ 


"33" 

52 

34 

74 

, x = 

*2 

, b = 

45 

0 

7 

1.1 


_*3_ 


3 


EXERCÍCIOS SUPLEMENTARES 


CAPÍTULO I 


1. Marque cada afirmação como Verdadeira ou Falsa. Justifique cada 

resposta. (Se verdadeira, cite fatos apropriados ou teoremas. Se fal¬ 
sa, explique por que ou dê um contraexemplo que mostre por que a 

afirmação nem sempre é verdadeira.) 

a. Toda matriz é equivalente por linhas a uma única matriz em for¬ 
ma escalonada. 

b. Qualquer sistema de n equações lineares em n variáveis tem no 
máximo n soluções. 

c. Se um sistema de equações lineares tiver duas soluções distintas, 
então ele terá de ter uma infinidade de soluções. 

d. Se um sistema de equações lineares não tiver nenhuma variável 
livre, então ele terá uma única solução. 

e. Se uma matriz aumentada [A b] for transformada em [C d] por 
operações elementares, então as equações ^4x = b e Cx = d terão 
exatamente o mesmo conjunto solução. 

f. Se um sistema Ax = b tiver mais de uma solução, então o mesmo 
valerá para o sistema Ax = 0. 

g. Se A for uma matriz mxn e a equação Ax = b for consistente 
para algum b, então as colunas de A gerarão [R m . 


h. Se uma matriz aumentada [A b] puder ser transformada, por ope¬ 
rações elementares, em uma forma escalonada reduzida, então a 
equação Ax = b será consistente. 

i. Se as matrizes A e B forem equivalentes por linha, então elas 
terão a mesma forma escalonada reduzida. 

j. A equação Ax = 0 tem a solução trivial se e somente se não exis¬ 
tirem variáveis livres. 

k. Se A for uma matriz m x n e a equação ^4x = b for consistente 
para todo b em IR"', então A terá m colunas pivôs. 

l. Se uma matriz A, mxn , tiver uma posição de pivô em cada li¬ 
nha, então a equação Ax = b terá uma única solução para cada 
b em tR" 1 . 

m. Se uma matriz A, mxn, tiver n posições de pivô, então a forma 
escalonada reduzida de A será a matriz identidade nxn. 

n. Se duas matrizes 3x3 AcB tiverem três posições de pivô cada uma, 
então A poderá ser transformada em B por operações elementares. 

o. Se A for uma matriz mxn, se a equação Ax = b tiver pelo menos 
duas soluções diferentes e se a equação Ax = c for consistente, 
então a equação Ax = c terá muitas soluções. 
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CAPÍTULO 1 


p. SeAeB forem duas matrizes mxn equivalentes por linhas e 
se as colunas de A gerarem IR m , então as colunas de B também 
gerarão IR m . 

q. Se nenhum dos vetores no conjunto S - fy, v 2 , v 3 } em IR 3 for 
múltiplo escalar de um dos outros vetores, então S será linear¬ 
mente independente. 

r. Se {u, v, w} for um conjunto linearmente independente, então 
u, v e w não pertencerão a [R 2 . 

s. Em alguns casos, é possível que quatro vetores gerem IR 5 . 

t. Se u e v pertencerem a IR" 1 , então -u pertencerá a £ {u, v}. 

u. Se u, v e w forem vetores não nulos em IR 2 , então w será uma 
combinação linear deuev. 

v. Se w for uma combinação linear de u e v em [R", então u será 
uma combinação linear devew. 

w. Suponha que v j5 v 2 e v 3 pertençam a IR 5 , que v 2 não seja múlti¬ 
plo de Vj e v 3 não seja uma combinação linear de v, e v 2 . Então 
{Vp v 2 , v 3 } será linearmente independente. 

x. Uma transformação linear é uma função. 

y. Se A for uma matriz 6 x 5, a transformação linear xh ->Ax não 
poderá ser sobrejetora de IR 5 em IR 6 . 

z. Se A for uma matriz mxn com m colunas pivôs, então a trans¬ 
formação linear x Ax será injetora. 

2. Sejam a e b números reais. Descreva os conjuntos solução possíveis 
para a equação (linear) ax = b. [Sugestão: O número de soluções 
depende de a e de b .] 

3. As soluções (x, y, z) de uma única equação linear ax + by + cz = d 
formam um plano em IR 3 quando nem todas as constantes a,b ec 
são nulas. Construa conjuntos de três equações lineares cujos grá¬ 
ficos (a) se intersectam em uma única reta, (b) se intersectam em 
um único ponto e (c) não têm pontos em comum. A figura a seguir 
ilustra gráficos típicos. 



Três planos que se intersectam 
em uma reta 

(a) 



Três planos que se 
intersectam 

(c) 


Três planos que se intersectair 
em um ponto 

(b) 



Três planos que não se 
intersection 

<C) 


4. Suponha que a matriz de coeficientes de um sistema linear dc três 
equações e três incógnitas tenha uma posição de pivô em cada co¬ 
luna. Explique por que o sistema tem uma única solução. 

5. Determine h e k de modo que o conjunto solução do sistema (i) seja 
vazio, (ii) contenha uma única solução e (iii) contenha uma infini¬ 
dade de soluções. 

a. x\ 4 3x 2 = k b. —2x\ 4 hx 2 = 1 

4x\ 4- hx 2 — 8 6xi + kx 2 = —2 


6. Considere o problema de determinar se o seguinte sistema de equa¬ 
ções é consistente: 

4*1 - 2x2 4- 7x3 = —5 
8xi - 3x 2 4 10x 3 = —3 


a. Defina vetores apropriados e reescreva o problema em termos 
de combinações lineares. Depois, resolva o problema. 

b. Defina uma matriz apropriada e reescreva o problema usando a 
frase “colunas de 4”. 

c. Defina uma transformação linear apropriada T usando a matriz 
do item (b) e reescreva o problema em termos de T. 

7. Considere o problema de determinar se o seguinte sistema de equa¬ 
ções é consistente quaisquer que sejam b l9 b 2 , b 3 : 


2x] — 4x 2 — 2x 3 = b\ 


—5xi 4 X 2 4 x 3 = b 2 


8 . 


9. 


10 . 


7xi — 5x2 — 3x 3 = b$ 


a. Defina vetores apropriados e reescreva o problema em termos 
de £{v l9 v 2 , v 3 }. Depois, resolva o problema. 

b. Defina uma matriz apropriada e reescreva o problema usando a 
frase “colunas de A”. 


c. Defina uma transformação linear apropriada T usando a matriz 
do item (b) e reescreva o problema cm termos dc T. 

Descreva todas as formas escalonadas possíveis da matriz ,4. Use a 
notação do Exemplo 1 na Seção 1.2. 

a. A é uma matriz 2x3 cujas colunas geram IR 2 . 

b. A é uma matriz 3x3 cujas colunas geram IR 3 . 


Escreva o vetor 



como soma de dois vetores, um pertencente à 


reta {(x, y) : y = 2x} e o outro pertencente à reta {(x, y) : y = x/2}. 


Sejam a , a 2 e b os vetores ilustrados na figura a seguir e seja A = 
[a, aj. A equação Ax = b tem solução? Em caso afirmativo, ela é 
única? Explique. 



11. Construa uma matriz A 2x3, que não esteja em forma escalonada, 
tal que a solução de Ax = 0 é uma reta em IR 3 . 

12. Construa uma matriz A 2x3, que não esteja em forma escalonada, 
tal que a solução de Ax = 0 é um plano em IR 3 . 

13. Escreva a forma escalonada reduzida de uma matriz A 3 x 
3 tal que as duas primeiras colunas de A são colunas pivô e 


3" 


"0“ 

_2 

= 

o 

1 _ 


0 


14. Determine o valor (ou valores) de a tal que o conjunto 
é linearmente independente. 



15. Nos itens (a) e (b), suponha que os vetores sejam linearmente inde¬ 
pendentes. O que você pode dizer sobre os números a, ...,/? Justi¬ 
fique suas respostas. [Sugestão: Use um teorema para (b).] 


b. 



a 


b 


d 

a. 

0 

, 

c 

, 

e 


0 


0 


/ 


a 


~b 


' d 

1 


c 


e 

0 

* 

1 

* 

f 

0 


0 
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16. Use o Teorema 7 na Seção 1.7 para explicar por que as colunas da 
matriz A são linearmente independente. 

"1 0 0 0 “ 

2 5 0 0 

A ~ 3 6 8 0 

4 7 9 10 


17. Explique por que um conjunto {v,, v 2 , v 3 , v 4 } em IR 5 tem de ser li¬ 
nearmente independente quando {v p v 2 , v 3 } é linearmente indepen¬ 
dente e v 4 não pertence a X{v,, v 2 , v 3 }. 

18. Suponha que {v p v 2 } seja um conjunto linearmente independente em 
IR". Mostre que {v p Vj + v 2 } também é linearmente independente. 

19. Suponha que v p v 2 , v 3 sejam três pontos distintos pertencentes a uma 
reta em IR 3 . A reta não precisa conter a origem. Mostre que {v,, v 2 , 
v 3 } é linearmente dependente. 

20. Seja 7": IR” —> IR" 1 uma transformação linear tal que T (u) = v. Mostre 
que T (-u) = -v. 

21 . Seja T : [R 3 —» IR 3 a transformação linear que reflete cada vetor em 
relação ao plano x 2 = 0. Ou seja, T (jc , jc , x 3 ) = (jc p -x 2 , * 3 ). Encontre 
a matriz A canônica de T. 

22. Seja A uma matriz 3x3 com a propriedade de que a transformação 
linear x i-> Ax de IR 3 em IR 3 é sobrejetora. Explique por que a trans¬ 
formação tem de ser injetora. 

23. Uma rotação de Givens é uma transformação linear de IR” em IR" 
usada em programas de computador para criar uma componente 
nula em um vetor (geralmente, uma coluna de uma matriz). A ma¬ 
triz canônica de uma rotação de Givens em IR 2 tem a forma 



a 2 + b 2 = 1 


Encontre a e b de modo que 



seja transformado em 



24. A equação a seguir descreve uma rotação de Givens em IR 3 . Deter¬ 
mine a e b. 


a 

0 

-b~ 

~2~ 


"2^5" 

0 

1 

0 

3 

= 

3 

_b 

0 

a 

4 


0 


25. 


Um grande edifício de apartamentos deverá ser construído usando 
técnicas modulares de construção. A distribuição de apartamentos 
em cada andar deve ser escolhida entre três plantas básicas para os 
andares. A Planta A tem 18 apartamentos no andar, dos quais 3 são 
de três quartos, 7 de dois quartos e 8 de um quarto. A Planta B tem 
4 apartamentos de três quartos, 4 de dois quartos e 8 de um quarto. 
A planta C tem 5 apartamentos de três quartos, 3 de dois quartos e 
9 de um quarto. Suponha que o edifício tenha um total de jc, andares 
construídos de acordo com a Planta A, x 2 andares de acordo com a 
Planta B e jc 3 andares de acordo com a Planta C. 

"3" 


a. Que interpretação pode ser dada ao vetor jc, 


7 ? 

8 


b. Escreva uma combinação linear de vetores que descreva o nú¬ 
mero total de apartamentos com três quartos, com dois quartos 
e com um quarto no edifício. 

c. [M] É possível planejar um edifício com exatamente 66 unidades 
de três quartos, 74 unidades de dois quartos e 136 unidades de 
um quarto? Se for possível, existe mais de uma forma de fazer 
isso? Justifique sua resposta. 



Uma rotação de Givens em U 2 . 

WEB 
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Álgebra Matricial 


EXEMPLO INTRODUTÓRIO 

Modelos Computacionais em 
Projetos de Aviões 



Para projetar a geração seguinte de aviões comerciais e 
militares, os engenheiros, na Boeing’s Phantom Works, usam 
modelagem 3D e dinâmica dos fluidos computacional (CFD, do 
inglês Computational Fluid Dynamics). Eles estudam o fluxo 
de ar em tomo de um avião virtual para responder perguntas 
importantes de projeto antes da criação de modelos físicos. 

Isso tem reduzido drasticamente o tempo e o custo dos ciclos 
do projeto — e a álgebra linear ocupa um papel cmcial no 
processo. 

O avião virtual começa como um modelo matemático “de 
arame” que existe apenas na memória do computador e nos 
terminais gráficos. (A figura mostra um Boeing 777.) Esse 
modelo matemático organiza e influencia cada passo do projeto 
e manufatura do avião — tanto externo quanto interno. A 
análise CFD trata da superfície exterior. 

Embora a superfície externa de um avião possa parecer 
suave, sua geometria é complicada. Além das asas e da 
fuselagem, um avião tem naceles, estabilizadores, ripas, abas 
e elerões.* O modo segundo o qual o ar flui em tomo dessas 
estruturas determina como o avião se move no ar. As equações 
que descrevem o fluxo de ar são complicadas e devem levar 
em consideração a entrada do motor, o mecanismo de exaustão 
do motor e a esteira deixada pelas asas do avião. Para estudar 
o fluxo de ar, os engenheiros precisam de uma descrição muito 
refinada da superfície do avião. 

Um computador gera um modelo da superfície superpondo, 
primeiro, um reticulado tridimensional de “caixas” no modelo 
de arame original. As caixas neste reticulado ficam por 
completo fora do avião, inteiramente dentro ou intersectam 
a superfície. O computador seleciona as que intersectam 
a superfície e as divide, ficando apenas com as caixas 
menores que ainda intersectam a superfície. Esse processo de 
subdivisão é repetido até o reticulado se tomar muitíssimo 
fino. Um reticulado típico pode incluir mais de 400.000 
caixas. 

O processo para encontrar o fluxo de ar em volta do avião 
envolve a solução, repetida várias vezes, de um sistema de 
equações lineares Ax = b, que pode abranger até 2 milhões 
de equações e de variáveis. O vetor b varia com o tempo, 


*0 mesmo que ailerons (do francês). (N.R.) 


dependendo dos dados do reticulado e das soluções das 
equações anteriores. Usando os computadores mais rápidos 
disponíveis comercialmente, um grupo de Phantom Workers 
pode levar de algumas horas até alguns dias para resolver um 
único problema de fluxo de ar. Depois de o grupo analisar a 
solução, eles podem fazer pequenas mudanças na superfície 
do avião e recomeçar todo o processo de novo. Podem ser 
necessárias milhares de análises CFD. 

Este capítulo apresenta dois conceitos importantes que 
ajudam na solução de sistema de equações enormes: 

• Matrizes particionadas: Um sistema de equações CFD 
típico tem uma matriz de coeficientes “esparsa”, ou seja, 
com a maior parte dos elementos nulos. O agrupamento 
correto de variáveis leva a uma matriz particionada com 
muitos blocos nulos. A Seção 2.4 introduz essas matrizes 
e descreve algumas de suas aplicações. 

• Fatoração de Matrizes: Mesmo quando escrito com 
matrizes particionadas, o sistema de equações é 
complicado. Para simplificar ainda mais os cálculos, 
o programa CFD usado em Boeing utiliza a chamada 



A CFD moderna revolucionou o projeto de asas. O Boeing Blended 
Wing Body está sendo projetado para 2020 ou mais cedo. 
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fatoração LU da matriz de coeficientes. A Seção 2.5 
discute LU e outras fatorações úteis de matrizes. Mais 
detalhes sobre fatoração aparecem em diversos lugares, 
mais adiante, neste livro. 

Para analisar uma solução de um sistema de fluxo de ar, os 
engenheiros querem visualizar o fluxo de ar sobre a superfície 
do avião. Eles usam computação gráfica e álgebra linear 


no programa para gerar os gráficos. O modelo de arame da 
superfície do avião é armazenado como dados em diversas 
matrizes. Quando a imagem aparece na tela de um computador, 
os engenheiros podem mudar a escala, se aproximar ou se 
afastar (zoom in ou zoom out) de regiões pequenas e rodar a 
imagem para ver partes antes escondidas. Cada uma dessas 
operações é obtida por meio de uma multiplicação apropriada 
de matrizes. A Seção 2.7 explica as ideias básicas. 


WEB 


Nossa habilidade de analisar e resolver equações ficará muito ampliada quando soubermos realizar 
operações algébricas com as matrizes. Mais ainda, as definições e teoremas neste capítulo fornecem 
algumas ferramentas básicas para que se possa lidar com as diversas aplicações da álgebra linear que 
envolvem duas ou mais matrizes. Para matrizes quadradas, o Teorema da Matriz Invertível, na Seção 
2.3, faz a ligação entre a maioria dos conceitos vistos anteriormente no livro. As Seções 2.4 e 2.5 
examinam as matrizes particionadas e fatoração de matrizes, que aparecem na maioria das aplicações 
modernas da álgebra linear. As Seções 2.6 e 2.7 descrevem duas aplicações interessantes da álgebra 
matricial em economia e computação gráfica. 



OPERAÇÕES 


COM MATRIZES 


Se A for uma matriz m x n — ou seja, uma matriz com m linhas e n colunas —, então o elemento 
na i-ésima linha ey-ésima coluna de A será denotado por a e chamado elemento (ij) de A. Veja a 
Figura 1. Por exemplo, o elemento (3, 2) é o número a 32 situado na terceira linha, segunda coluna. 
Cada coluna de A é uma lista de m números, que pode ser identificada com um vetor em IR" 1 . Muitas 
vezes essas colunas serão denotadas por a 1# ..., a n e a matriz A será escrita na forma 

A = [a, a 2 ••• a„] 


Note que o número a., é o i-é simo elemento (de cima para baixo) no vetor a., ay-ésima coluna. 

Os elementos diagonais em uma matriz mXnA = [a ] são a u , a 22 , a 33 ,..., e eles formam a diago¬ 
nal principal de A. Uma matriz diagonal é uma matriz quadrada cujos elementos fora da diagonal 
principal são todos nulos. Um exemplo é a matriz identidade n x n, I n . Uma matriz m x n com todos 
os elementos nulos é uma matriz nula e será denotada por 0. O tamanho de uma matriz nula costu¬ 
ma ficar claro a partir do contexto. 


Somas e Multiplicação por Escalar 

A aritmética de vetores, descrita anteriormente, tem uma extensão natural para matrizes. Dizemos 
que duas matrizes são iguais se elas forem do mesmo tamanho (ou seja, tenham o mesmo número de 
linhas e o mesmo número de colunas) e se suas colunas correspondentes forem iguais, o que significa 
que seus elementos correspondentes sejam iguais, s qAqB forem matrizes mxn, então a soma A + B 



*11 

Coluna 

j 

* * a lj * * 

a \n 

Linha i 

a i\ 

* ’ a U * * 

a in 


_ a ml 

a mj 

a mn 


T 

T 

T 


a i 

a. 

a„ 


FIGURA 1 Notação de matriz. 
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CAPÍTULO 2 


será a matriz m x n cujas colunas serão as somas das colunas correspondentes de A e B. Como a soma 
de vetores colunas é feita componente a componente, cada elemento de A + B é a soma dos elementos 
correspondentes de A e B. A soma A + B está definida apenas quando A e B são do mesmo tamanho. 


EXEMPLO 1 Sejam 


r 4 o 

51 

_ r 1 

1 1 1 

_ [2-31 

3 

2} 

B = h 

5 ?J 

■ H» ij 


Então 


A + B 

mas A + C não está definida porque A e C são de tamanhos diferentes. 


= f 5 1 6 1 

[2 8 9 J 


Se r for um escalar e A for uma matriz, então o múltiplo escalar rA será a matriz cujas colunas 
serão r vezes as colunas correspondentes de A. Assim como com os vetores, -A denota (-1) A e 
A - B é o mesmo que A + (-1) B. 


EXEMPLO 2 Se ^4 e B forem as matrizes no Exemplo 1, então 



No Exemplo 2, foi desnecessário calcular A-2B como A + (-1)2 B, já que as regras normais da 
álgebra se aplicam à soma de matrizes e à multiplicação de matriz por escalar, como mostra o pró¬ 
ximo teorema. 


TEOREMA 1 


Sejam A, B e C matrizes do mesmo tamanho e sejam r e s escalares. 

a. A + B = B + A 

d. r(A + B) = rA 4- rB 

b. (A + B) + C = A + (B + C) 

e. (r H- s)A = rA + sA 

c. A + 0 = A 

f. r(sA) = (rs) A 


Cada igualdade no Teorema 1 é verificada mostrando que a matriz da esquerda é do mesmo tama¬ 
nho que a da direita e as colunas correspondentes são iguais. O tamanho não é problema, pois A, B 
e C são do mesmo tamanho. A igualdade das colunas segue de imediato a das propriedades análogas 
para vetores. Por exemplo, se asy-ésimas colunas de A, B e C forem a., b e c, respectivamente, então 
as y-ésimas colunas de (A + B) + C e A + (B + Q serão 

(ay+by) + Cy e ay+(by+Cy) 

respectivamente. Como essas duas somas de vetores são iguais para cada y, fica demonstrada a pro¬ 
priedade (b). 

Por causa da associatividade da soma, podemos representar a soma de forma simples como A + 
B+ C, que pode ser calculada tanto como (A + B) + C quanto como A + (B + Q. O mesmo se aplica 
para a soma de quatro ou mais matrizes. 


Multiplicação de Matrizes 

Quando uma matriz B é multiplicada por um vetor x, ela transforma x no vetor Bx. Se esse vetor, 
por sua vez, for multiplicado por uma matriz A , o vetor resultante será A(Bx). Veja a Figura 2. 


Multiplicação Multiplicação 



Bx A(Bx) 

FIGURA 2 Multiplicação por B e depois por A. 


Baixado por Carlos Eduardo Pedroso Milleto (eduardomilleto478@gmail.com) 






Álgebra Matricial 77 


Assim, A(Bx) é obtido a partir de x por uma composição de aplicações, as transformações lineares 
estudadas na Seção 1.8. Nosso objetivo é representar essa aplicação composta como uma multiplica¬ 
ção por uma única matriz, denotada por AB , de modo que 

A(Bx) = (AB)x (1) 

Veja a Figura 3. 


Multiplicação Multiplicação 



FIGURA 3 Multiplicação por AB. 


Se A for m x n, B for n xp e x pertencer a U p , denotaremos as colunas de B por b l9 ..., b^, e as 
componentes de x por x { , ...,x p . Então 

Bx = *ibi H--I- x p b p 

Pela linearidade da multiplicação por A, 

A(Bx) = A(xibi) -I--b A(xpb p ) 

= A'i Ab] + • • • + XpAbp 

O vetor A{Bx) é uma combinação linear dos vetores Ab p ..., Ab p , em que as componentes de x são 
os pesos. Em notação matricial, essa combinação pode ser escrita como 

A(Bx) = [Ab\ Ab 2 ••• Ab p \x 

Assim, a multiplicação por [. Ab { Ab 2 ... Ab p ] transforma x emA(Bx). Encontramos a matriz que pro¬ 
curávamos! 


DEFINIÇÃO 


Se A for uma matriz m* nzB for uma matriz n x p com colunas b 1? ..., b^, então o produto 
AB será a matriz m x p cujas colunas serão Ab { , ...,Ab p . Ou seja, 

AB = /l[b| b 2 ••• b^] = [ ytbj Ab 2 ••• Ab p ] 


Essa definição toma (1) verdadeira para todo x em IR P . A equação (1) mostra que a aplicação com¬ 
posta na Figura 3 é uma transformação linear e sua matriz canônica é AB. A multiplicação de matrizes 
corresponde à composição de transformações lineares. 


EXEMPLO 3 


Calcule AB, em que A = ^ ^ j e B = ^ ^ j. 


SOLUÇÃO Escreva = [b x b 2 b 3 ] e calcule: 

/4b, = 


Então 


AB = A[ b| 


4:} 

Abi = | 

[í- 

m —1 

[i-i 

n 


f 0] 


f 2, l 

u 

-l 

[ 13 J 

-| 

. .1 


f 

I 

r~ 



r ii 

0 

211 


b? ] 


13 

--J 




t 

t 



4b, 

,1b; 

Aby 



-í][i] 


Note que, da definição de AB, sua primeira coluna, Ab { ,é uma combinação linear das colunas de 
A usando as componentes de bj como pesos. O mesmo é verdadeiro para cada coluna de AB. 
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